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Достаточные условия оптимальности
для задач оптимального управления
логико-динамическими системами

Аннотация. В работе рассматриваются логико-динамические системы ––
особый класс дискретно-непрерывных управляемых систем. Дискретная
компонента в этих системах представляет собой целочисленную функцию,
которая имеет конечное число точек разрыва. Для такого рода систем ста-
вится задача оптимального управления. Рассматриваемая задача отлича-
ется от классической задачи оптимального управления тем, что в правых
частях дифференциальных уравнений и функционале имеются дискретные
переменные. В работах А.С. Бортаковского приводятся достаточные усло-
вия оптимальности, доказанные для функции Беллмана. Но эта теорема
верна для любой функции Кротова, что и доказано автором этой работы.
Также в статье описан подход к построению вычислительных процедур для
данной задачи.
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Введение и постановка задачи

В работе рассматривается особый класс дискретно-непрерывных
систем, так называемые логико-динамические системы (ЛДС). В та-
ких системах наряду с непрерывными переменными в правых частях
дифференциальных уравнений и целевом функционале присутству-
ют дискретные переменные –– кусочно постоянные функции с конеч-
ным числом точек разрыва.

Итак, перейдем к постановке задачи.
На фиксированном отрезке времени T = [t0, t1] определены не-

прерывная и кусочно дифференцируемая вектор-функция x(t) ∈ Rn,
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кусочно непрерывная вектор-функция u(t) ∈ Rm, и кусочно посто-
янная вектор-функция y(t) ∈ Ω ⊂ Zr, непрерывная справа, с ко-
нечным числом точек разрыва; x(t) и y(t) называются траектория-
ми динамической и логической частей ЛДС соответственно. Пусть
y(t − 0) –– предыдущее состояние логической части ЛДС. Функции
x(t), y(t), u(t) подчиняются следующим соотношениям:

(1)
dx

dt
= f(t, x(t), y(t), u(t)),

(2) y(t) ∈ Y (t, x(t), y(t− 0)),

(3) u(t) ∈ U, t ∈ T,

(4) x(t0) = x0, y(t0 − 0) = y0.

Отображение Y : T ×Rn×Ω→ 2Ω описывает логику дискретных пе-
реходов, Ω––конечное множество состояний дискретной компоненты,
множество U ⊂ Rn компактно, функция f(t, x, y) кусочно непрерыв-
на по t, непрерывна по x и u вместе с частными производными при
всех значениях y ∈ Ω. Множество троек (x(t), y(t), u(t)), удовлетворя-
ющих перечисленным условиям называется множеством допустимых
и обозначается D. Полагается, что D 6= ∅. На множестве D определен
функционал вида

I(x(·), y(·), u(·)) = F (x(t1), y(t1)) +

t1∫
t0

f0(t, x(t), y(t), u(t))dt+

(5) +
∑
τ

g0(τ, x(τ), y(τ), y(τ − 0)).

Здесь функция F : Rn × Ω → R непрерывна по x, f0 : T × Rn ×
Ω × Rm → R кусочно непрерывна по t, непрерывна по x и u, g0 ––
ограничена. Функционал (5) требуется минимизировать, т.е. необхо-
димо найти последовательность {(xs(t), ys(t), us(t))} ⊂ D такую, что
I(xs, ys, us) → inf

D
I. Таким образом, ставится задача о поиске по-

следовательности {(xs, ys, us)} ⊂ D, на которой I(xs, ys, us) → inf
D
I,

при s → ∞. Такую последовательность называют минимизирую-
щей. Если существует элемент (x∗(t), y∗(t), u∗(t)) ∈ D такой, что
I(x∗, y∗, u∗) = inf

D
I, то его называют оптимальным процессом.

Задачи в такой постановке рассматриваются в работах [1, 2].
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1. Достаточные условия оптимальности

Введем класс функций ϕ(t, x, y) непрерывных по x, кусочно не-
прерывных по t, имеющих непрерывные частные производные по t и
x за исключением конечного числа точек t ∈ T , который обозначим
Φ. Определим следующие конструкции:

R(t, x, y, u) = ϕ′x(t, x, y)f(t, x, y, u)− f0(t, x, y, u) + ϕt(t, x, y),

G(x, z) = F (x, z) + ϕ(t1, x, z)− ϕ(t0, x0, y0),

Q(t, x, y, u) = ϕ(t, x, y)− ϕ(t− 0, x, ν)− g0(t, x, y, ν),

µ(t) = sup
x

max
ν∈Y−

max
y∈M(t,x,ν)

max
u∈U

R(t, x, y, u),

q(t) = sup
x

max
ν∈Y−

max
y∈Y (t,x,ν)

Q(t, x, y, ν),

m = inf
x

min
z∈Yf−

G(x, z),

здесь M(t, x, ν) =
{
y : y = arg max

y∈Y (t,x,ν)
Q(t, x, y, ν)

}
;

Y− = Y (τ, x(τ), y(τ − 0)); τ это точка разрыва функции y(·); Yf− =
Y (t1, x(t1), y(t1−0)); µ(·)––кусочно непрерывная, а q(·)––кусочно по-
стоянная функция на отрезке T ; z = y(t1), y = y(t), ν = y(t − 0),
t ∈ [t0, t1].

И определим функционал

L(x(·), y(·), u(·)) = G(x(t1), y(t1))−
t1∫
t0

R(t, x(t), y(t), u(t))dt−

(6) −
t1∫
t0

Q(t, x(t), y(t), y(t− 0))dθ(t),

где θ(t) –– монотонная функция скачков в конечном числе точек раз-
рыва функции y(t). В каждой точке разрыва величина скачка равна
единице: θ(ξ) = θ(ξ− 0) + 1. Функционал L определен на более широ-
ком множестве E, которое получается из D отбрасыванием диффе-
ренциальной связи. Отметим, что на множестве D функционалы L и
I совпадают. Действительно,

L(x(·), y(·), u(·)) = F (x(t1), y(t1)) + ϕ(t1, x(t1), y(t1))− ϕ(t0, x0, y0)−
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−
t1∫
t0

(
ϕ′x(t, x, y)f(t, x, y, u)− f0(t, x, y, u) + ϕt(t, x, y)

)
dt−

−
t1∫
t0

(
ϕ(t, x, y)− ϕ(t− 0, x, ν)− g0(t, x, y, ν)

)
dθ(t).

Так как (x(t), y(t), u(t)) ∈ D, то ẋ = f(t, x, y, u).
Для каждого y ∈ Ω верно следующее

dϕ(t, x(t), y)
dt

= ϕ′xẋ+ ϕt = ϕ′xf(t, x, y, u) + ϕt,

учитывая это равенство и то, что θ(t) –– монотонная функция скач-
ков в конечном числе точек разрыва функции y(t), L(x, y, u) можно
переписать в виде

L(x, y, u)) = F (x(t1), y(t1)) + ϕ(t1, x(t1), y(t1))− ϕ(t0, x0, y0)−

−ϕ(t1, x(t1), y(t1)) + ϕ(t0, x0, y0) +

t1∫
t0

f0(t, x, y, u)dt+

+
∑
τ

g0(τ, x(τ), y(τ), y(τ − 0)) = I(x, y, u).

Итак, достаточные условия оптимальности формулируются сле-
дующим образом [2].

Теорема. Пусть имеется последовательность {(xs, ys, us)} ⊂ D и
функция ϕ(t, x, y) такие, что:

1.
t1∫
t0

(R(t, xs(t), ys(t), us)− µ(t)) dt→ 0,

2.
t1∫
t0

Q(t, xs(t), ys(t), ys(t− 0))dθ(t)−
t1∫
t0

q(t)dt→ 0;

3. G(xs(t1), ys(t1))→ m, при s→∞.

Тогда последовательность {(xs, ys, us)} — минимизирующая, и
всякая минимизирующая последовательность удовлетворяет услови-
ям 1-3.
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Доказательство. Доказано, что L(x, y, u) = I(x, y, u) при
(x, y, u) ∈ D. Пусть l = inf

E
L. По определению m, q, µ(t)

l = m−
t1∫
t0

µ(t)dt−
t1∫
t0

q(t)dt.

Тогда {(xs(t), ys(t), us(t))} ⊂ D — минимизирующая последователь-
ность.

Докажем второе утверждение. Так как доказано, что I = L на
D и l = inf

D
I , то L → l на любой минимизирующей последователь-

ности {(xs, ys, us)} ⊂ D . Так как L ≥ l, то для этого необходимо
выполнение условий 1-3.

Теорема доказана.

2. Подходы к построению вычислительных процедур

В данной работе построение вычислительных процедур основы-
вается на принципе расширения. Принцип состоит в замене исходной
задачи (D, I) другой, более простой задачей (A,L), которая и дает
решение исходной.

Пусть υI , υ — допустимые процессы (υI ∈ D, υ ∈ D). Зада-
ча улучшения может быть сведена к задаче оптимизации. Для это-
го введем в рассмотрение положительно определенный функционал
J(υI , υ), такой, что J(υI , υI) = 0, J(υI , υ) > 0 при υ 6= υI , тогда

J(υI , υI) = inf
D
J(υI , υ).

Составим комбинацию

Iα(υ) = αI(υ) + (1− α)J(υI , υ), α ∈ [0, 1],

и рассмотрим задачу улучшения и минимизации Iα(υ). Пусть суще-
ствует υ(α) такое, что υ(α) = argminIα(υ). Обозначим

i(α) = I(υ(α)), j(α) = J(υI , υ(α)),

iα(α) = Iα(υ(α)) = min
D

Iα(υ).

Отметим некоторые свойства введенных конструкций:
1) Iα(υI) = min

D
Iα(υ), если I(υI) = min

D
I(υ);

2) I(υII) < I(υI), если Iα(υII) < Iα(υI);
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3) существует такое α < 1, что I(υ(α)) < I(υI), если υI 6= argminI,
и функции i(α) и j(α) непрерывны.

Первые два свойства очевидны, докажем третье. При α = 1 име-
ем iα(α) = min

D
I < Iα(υI). Из непрерывности i(α), j(α) следует, что

функция iα(α) также непрерывна. В силу непрерывности iα(α) по-
следнее неравенство сохраняется и при некотором α < 1, то есть
Iα(υ(α)) < Iα(υI), и последнее утверждение следует из п. 2.

В работе также использована идея, наверное, впервые появивша-
яся в работе [3]. В них предложены методы, основанные на разло-
жении до второго порядка включительно функции Беллмана и ле-
вой части уравнения Беллмана. Для обеспечения близости соседних
приближений предлагается применять процедуру не на всем отрез-
ке [t0, t1], а на последней его части [ξ, t1], при этом ξ выступает в
алгоритме как регулятор.

Итак, введем понятие возмущенного функционала.
Пусть

It0,ξ(x(·), y(·), u(·)) =

ξ∫
t0

f0(t, x(t), y(t), u(t))dt+

+
∑

τ∈[t0,ξ]

g0(τ, x(τ), y(τ), y(τ − 0)),

Iξ,t1(x(·), y(·), u(·)) = F (x(t1), y(t1)) +

ξ∫
t0

f0(t, x(t), y(t), u(t))dt+

+
∑

τ∈[ξ,t1]

g0(τ, x(τ), y(τ), y(τ − 0)),

Iξ,t1α (x(·), y(·), u(·)) = αIξ,t1(x(·), y(·), u(·)) + (1− α)J(υI , υ),
где t0 < ξ < t1, α ∈ [0, 1].

Отметим, что I(x, y, u) = It0,ξ(x, y, u)+Iξ,t1(x, y, u); It0,t1α (x, y, u) =
I(x, y, u), при α = 1; It0,t1α (x, y, u) = αIξ,t1(x, y, u). Функционал It0,t1α

называется возмущенным функционалом по отношению к I.
Итак, при построении алгоритмов рассматривается возмущенная

задача. Для нее строится функционал Лагранжа, функция Кротова
задается в классе линейных и линейно-квадратичных по непрерыв-
ной компоненте фазового вектора функций с коэффициентами, за-
висящими от дискретной составляющей. Приращение функционала
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Лагранжа в случае линейной функции Кротова разлагается в ряд
Тейлора до слагаемых первого порядка, а в случае квадратичной ––
до второго порядка. В результате получаются системы дифференци-
альных уравнений на коэффициенты функции Кротова, зависящие
от целочисленной переменной. Эти уравнения составляют основу ме-
тодов последовательного улучшения. Принципиальная схема метода
состоит в следующем. Задается начальное приближение, «справа-на-
лево» интегрируется при заданных параметрах алгоритма система
для коэффициентов разложения функции Кротова при различных
целочисленных переменных. Интегрируется в прямом времени ис-
ходная система дифференциальных уравнений замкнутая синтезом
управления. Если улучшения функционала не произошло, то изменя-
ются параметры алгоритма и процесс интегрирования повторяется.
Более подробно методы описаны в работах [4–6]

3. Заключение

В работе приведены достаточные условия оптимальности в фор-
ме Кротова для задач оптимального управления логико-динамиче-
скими системами, описан один из возможных подходов к решению
поставленной задачи.

В дальнейшем планируется улучшение полученных алгоритмов
и расширение круга задач, для которых данные алгоритмы могут
применяться. А также планируется решение прикладных задач.
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