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Эволюция и перспективы приближенных методов
оптимального управления

Аннотация. В статье дан краткий обзор приближенных методов опти-
мального управления и идей, лежащих в их основе. Изложение ведется в
терминах постановок задач оптимизации и улучшения управления в стан-
дартной форме для дискретных и непрерывных управляемых систем. Рас-
смотрены методы первого и второго порядков, улучшение сложных процес-
сов. Освещены алгоритмы, основанные на исследовании множеств дости-
жимости и на многомерных аппроксимациях. Приведен обширный список
литературы, содержащий основные полученные теоретические и приклад-
ные результаты, что дает возможность разработчикам новых методов оце-
нить состояние дел в рассматриваемой области. Обозначены возможные
направления дальнейшего развития приближенных методов оптимального
управления в соответствии с прогрессом в сфере высокопроизводительной
вычислительной техники.
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Введение

В конце 50–х и начале 60–х годов 20 века в связи с бурным разви-
тием техники и появлением первых космических программ возникла
настоятельная необходимость решения задач оптимизации процессов
управления. В это время были сформулированы такие основополага-
ющие результаты, обобщающие известные положения вариационного
исчисления, как принцип максимума Понтрягина и метод динами-
ческого программирования Беллмана [1, 2], принцип оптимальности
Кротова [3–6], общая теория экстремума Милютина–Дубовицкого [7].

Несмотря на то, что эти новые теории учитывали особенности
современных задач управления, главным образом, наличие разно-
образных ограничений в дополнение к основным –– дифференциаль-
ным –– связям в вариационном исчислении, их прямое практическое
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использование оказалось весьма ограниченным сложностями реали-
зации теоретических соотношений, описывающих искомое решение
получаемых уравнений. Как правило, аналитическое решение можно
было найти лишь в редких случаях, если не считать специально по-
добранных примеров. Это послужило причиной для разработки при-
ближенных методов, позволяющих решать сложные практические за-
дачи.

За прошедший с момента их появления полувековой период бы-
ло предложено множество разнообразных приближенных, численных
методов, позволяющих искать оптимальное решение напрямую, ми-
нуя условия оптимальности, посредством операций улучшения управ-
ления, повторяемых в итерационной процедуре. При этом косвенно
использовались как сами основополагающие результаты, так и прин-
ципы, лежащие в их основе.

Цель данной статьи –– дать краткий обзор этих и родственных
им приближенных методов и лежащих в их основе идей, который
позволил бы оценить состояние дел в этой области разработчикам
новых методов в связи с перспективой эффективной реализации их
в параллельных вычислениях на суперкомпьютерах.

Изложение ведется в терминах следующих постановок задач оп-
тимизации и улучшения управления в стандартной форме, для непре-
рывной и дискретной систем:

(1) ẋ = f (t, x, u) , t ∈ T = [tI , tF ],

(2) x (t+ 1) = f (t, x (t) , u (t)) , t ∈ T = {tI , tI + 1, . . . , tF },

(3) x ∈ Rn, u ∈ U (t, x) ⊂ Rp.

Предполагается, что tI , x (tI) = xI , tF фиксированы. Задан функ-
ционал как функция конечного состояния: I = F (x (tF )).

Задача оптимизации I({ms}) → inf
D

состоит в поиске минимизи-

рующей функционал I последовательности {ms} ⊂ D, где D— мно-
жество процессов m = (x(t), u(t)), удовлетворяющих (1) или (2) и (3).

Построение минимизирующей последовательности может вестись
через решение задачи улучшения, в которой задан некоторый эле-
мент mI ∈ D. Требуется найти элемент mII ∈ D, на котором I мень-
ше: I(mII) < I(mI). Решая эту задачу итерационно, можно полу-
чить улучшающую, в частности, минимизирующую последователь-
ность {ms}.
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Непрерывная задача рассматривается в естественных для прак-
тики предположениях: непрерывность функций f (t, x, u), F (x) и мно-
гозначного отображения U (t, x), кусочная непрерывность u(t), ку-
сочная гладкость x(t). В дискретной задаче никаких теоретико–функ-
циональных ограничений априори не накладывается.

1. Методы первого порядка

Исторически развитие методов улучшения началось с методов
первого порядка, известных как градиентные методы, одновременно
с созданием современной теории оптимального управления. В чис-
ле основоположников отметим Р. Куранта [8], Д.Е. Охоцимского и
Т.М. Энеева [9–11], Л.В. Канторовича [12], Л.И. Шатровского [13],
Дж. Келли [14].

Улучшающее изменение управления строится по схеме
δus(t) = −εsIsu, где εs > 0, Isu –– градиент минимизируемого функ-
ционала. Выбором εs обеспечивается выполнение неравенства
δI < 0, где δI –– первая вариация функционала. При вычислении
производной функционала обычно используют уравнение в ва-
риациях и тождество Лагранжа, что приводит к необходимости
решения системы дифференциальных уравнений для сопряжен-
ной переменной с соответствующими начальными условиями.

В зависимости от способа выбора величины εs получа-
ются различные формы градиентных методов. Для задачи с
закрепленным левым концом, свободным правым и при от-
сутствии ограничений вариация управления выбирается в виде
δus(t) = εs ·Hu(t, xs(t), us(t), ψ(t)), где H = ψ′f − f0, сопряженная
система ψ̇ = −Hx(t, xs(t), us(t), ψ(t)) дополняется условием на
правом конце ψ(tF ) = −Fx(tF , xs(tF )). Подробный вывод уравне-
ний градиентного метода в терминах конструкций достаточных
условий оптимальности можно найти в книге [15]. Более слож-
ные схемы требуются при наличии ограничений на переменные
управления и состояния. Здесь можно отметить, например,
работы Р.П. Федоренко и В.Г. Гюрджиева [16,17]. Описание неко-
торых из градиентных методов можно найти в [10, 18]. Наряду
с этим реализовались и другие методы, родственные градиент-
ным, основанные на принципе максимума Понтрягина [19–21].
Ряд интересных схем предложен в книге Н.Н. Моисеева [22].
Для линейных систем весьма эффективным оказался метод
моментов [23,24].
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2. Методы второго порядка

Методы первого порядка демонстрируют, как правило, вы-
сокую эффективность на первых итерациях и ее резкое сни-
жение в окрестности оптимума. Это заставило обратиться к
более сложным схемам построения алгоритмов и разработке
методов второго порядка [25–27]. Они связаны с тейлоровской
аппроксимацией функции Кротова–Беллмана и условий Беллма-
на в окрестности текущего приближения с точностью до малых
второго порядка, что приводит к дифференциальным уравне-
ниям для первых и вторых производных функции Кротова–
Беллмана. Если при этом также аппроксимируются правые ча-
сти систем (1), (2) по переменным состояния и управления, то
получается метод слабого улучшения, а результирующий син-
тез управления оказывается линейным. Ряд таких методов для
непрерывных и дискретных систем приведен в [28–30]. Иначе
получаются методы сильного улучшения. Такого типа методы
представлены в [26,31,32].

Приведем соотношения в методе сильного улучшения:

(4) ψ̇ = −HI
x − σ(HI

p −HI
p), ψ(tF ) = −αFx(xI(tF ))− (1− α)E,

(5) σ̇ = −(HI
xx + σHI

px +HI
xpσ + σHI

ppσ)), σ(tF ) = −αFxx(xI(tF )),

(6) ũ(t, x) = û(t, x, (ψ(t) + σ(x− xI(t)))),

û(t, x, p) = arg max
u∈U(t,x)

H(t, x, p, u),

H(t, x, ψ) = max
u∈U(t,x)

H(t, x, ψ, u).

Здесь ψ и σ соответственно градиент и матрица вторых
производных функции Кротова по компонентам x на опорной
траектории. Уравнение для матрицы σ представляет собой
матричное уравнение Риккати, которое может и не иметь
решения в одной из точек заданного отрезка (особая точка). В
этом случае предложена специальная процедура сдвига особой
точки в начало отрезка и модификация алгоритма [28].

Новые методы повлекли за собой новую проблему. Если
близость соседних приближений в методах градиентного типа
первого порядка регулировалась величиной шага по градиенту,
то методы второго порядка потребовали иных подходов. Один



Приближенные методы оптимального управления 15

из возможных подходов был сформулирован в [32] и получил
название принципа локализации. Он использовался в [28–31].
Остановимся на этом подробнее.

Вместо исходного функционала рассматриваются функциона-
лы следующего вида:

Iα = αI +
1
2

(1− α)

tF∫
tI

|∆x|2dt+
1
2
|∆x(tF )|2,

Iα = αI +
1
2

(1− α)

tF∫
tI

[
β|∆x|2 + (1− β)|∆u|2

]
dt+

1
2
|∆x(tF )|2,

0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1, ∆x = x− x1(t), ∆u = u− u1(t).

В первой конструкции второе слагаемое является «штра-
фом» за отклонение от опоры по состоянию. Второй функцио-
нал содержит еще одно слагаемое как «штраф» за отклонение
и по управлению. В каждом из функционалов коэффициен-
ты α и β являются весовыми коэффициентами. Специальный
подбор весовых коэффициентов позволяет регулировать близость
соседних приближений.

Это позволяет решать по единой схеме задачи поиска
оптимального процесса путем итерационного улучшения и ре-
ализации найденного решения в форме синтеза оптимального
управления в окрестности его траектории. При этом получают-
ся матричные уравнения Риккати относительно коэффициентов
функции Кротова и их дискретные аналоги. В общем слу-
чае они отличны от уравнений Риккати классической теории
АКОР [33, 34], и соответствующий им приближенно-оптимальный
синтез управления, в общем случае, в отличие от синтеза в
АКОР ––нелинейный.

Если положить σ = 0 в уравнениях 4, 5, то получается
метод первого порядка, отличный от градиентного. Методы
улучшения как первого, так и второго порядков использовались
для решения широкого круга прикладных задач [35–37].

3. Методы улучшения сложных процессов

Эпоха освоения космоса привела к необходимости расчета
траекторий перелета с одной планеты Солнечной системы на
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другую (Земля–Марс) и разработки алгоритмов передвижения
шагающих аппаратов по поверхностям других планет. Особен-
ность указанных задач состоит в том, что на заданном отрезке
времени управляемый процесс разбивается на отдельные этапы,
каждый из которых имеет свое описание либо в терминах
дифференциальных, либо дискретных уравнений. Все эти эта-
пы связаны общим функционалом. Такие процессы получили
название сложных или многоэтапных. В настоящее время их
часто называют гибридными. Для них сформулированы общие
достаточные условия оптимальности типа Кротова [32, 38], и на
этой основе разработана серия приближенных численных мето-
дов, которыми только и возможно практическое исследование
столь сложных объектов [39–43].

В работе В.И. Гурмана [38] впервые была приведена ма-
тематическая модель сложного процесса и сформулированы
достаточные условия оптимальности. Модель сложного процес-
са содержит два уровня. Нижний уровень представляет собой
непосредственное описание управляемого процесса. На этом
уровне действует непрерывная модель. Верхний уровень созда-
ется искусственно в виде дискретного процесса, связывающего
моменты изменения описания исходной системы управления.
Позднее обнаружилось, что существуют процессы подобного
вида, описываемые дискретными уравнениями. Поэтому в ра-
боте [40] модель и достаточные условия оптимальности были
распространены на класс дискретных задач. В этом случае
модели верхнего и нижнего уровней дискретные.

В работе К.Н. Габелко [39] приведен первый алгоритм реше-
ния задачи оптимального управления для сложных процессов
градиентного типа. С помощью аналогичного метода решена за-
дача оптимизации химического процесса [44]. Позднее в работах
В.И. Гурмана и А.Г Орлова [41, 42] были приведены более общая
модель и достаточные условия оптимальности, и решена задача
управления шагающим аппаратом. Затем в работе [43] впервые
построен для сложных процессов метод улучшения второго
порядка.

В статье [45] приведены достаточные условия оптимальности
как в форме Кротова, так и в форме Беллмана. Сочетание
этих условий и специальное преобразование части приращения
функционала позволило построить алгоритм второго порядка,
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содержащий меньшее число сопряженных переменных на каж-
дом этапе по сравнению с более ранними вариантами метода.
В [46, 47] рассматривались достаточные условия оптимальности
для сложных процессов с параметрами и процессов с за-
паздыванием по состоянию. Для последних получен алгоритм
градиентного типа.

Иные подходы к оптимизации сложных процессов как
процессов в логико-динамических системах развиваются в [48] и
в [49].

4. Другие постановки задач и приближенные методы

Наряду с созданием методов второго порядка для классиче-
ской задачи ОУ стали появляться, во-первых, новые подходы и
методики построения приближенных методов, а во-вторых, но-
вые постановки задач. Круг приложений расширялся. Появились
исследования множеств достижимости и началось их использо-
вание для разработки алгоритмов улучшения. К работам такого
типа можно отнести [50–52].

В классической задаче оптимального управления, как пра-
вило, предполагается, что каждому допустимому управлению
и начальному состоянию соответствует единственная траектория
управляемой системы. Вместе с тем распространенной является
ситуация, когда невозможно установить однозначное соответ-
ствие между управлением и траекторией. В частности, такая
ситуация возникает, когда априорные данные о каких-либо
параметрах системы исчерпываются заданием лишь областей
их изменения, оставляя сами эти параметры неопределенными.
Каждое управление порождает множество траекторий системы,
которое для решения задач управления удобно представлять
объединением –– ансамблем траекторий [53]. Методы решения
нелинейных задач улучшения ансамблем предложены в [54–56].

В конце 1980–х, в 1990–ые годы и в первые годы 21–го
века, с одной стороны шла шлифовка разработанных методов,
а с другой продолжался процесс создания новых алгорит-
мов по ранее рассмотренным направлениям. В монографии [57]
наряду с методами решения экстремальных задач подробно
освещаются итерационные процессы, основанные на принципе
максимума. Большое внимание уделено градиентным методам
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и задаче с дополнительными функциональными ограничения-
ми. Широкий спектр методов и их приложения для решения
практических задач представлены в [58, 59]. В монографии [59],
помимо изложения методов улучшения и исследования вопросов
их настройки, рассматриваются вопросы сходимости методов.

Своеобразным итогом и обобщением многолетних исследова-
ний достаточных условий оптимальности и методов улучшения,
построенных на базе достаточных условий оптимальности, слу-
жит монография В.Ф. Кротова [60], где в частности описан об-
щий метод глобального улучшения управления и его конкретная
реализация с линейной разрешающей функцией, оказавшаяся
особенно эффективной в приложении к управления кванто-
выми системами. Родственные методы улучшения, называемые
нелокальными, описаны в книге В.А. Срочко [61]. Эти методы
развиваются в работах А.С. Булдаева [62–64].

К нелокальным следует также отнести процедуры улуч-
шения в вырожденных задачах ОУ, которые характеризуются
наличием пассивных дифференциальных связей. Их исключение
не меняет искомого решения задачи, но приводит к задаче
меньшего порядка (производной задаче). При этом известные
локальные улучшения в производной задаче автоматически ве-
дут к нелокальным в исходной [30,65–69].

Работы [50, 70] содержат развитие методов улучшения на
основе аппроксимации множеств достижимости.

Иные подходы к решению задач улучшения, использующие
схемы динамического программирования, представлены в [71–74].

В работах [75–77] получены достаточные условия оптималь-
ности типа Кротова и в форме Беллмана для дискретных
процессов с запаздыванием, на основе которых строятся методы
улучшения второго порядка и рассматривается их модифика-
ция. Особенность таких алгоритмов состоит в том, что число
слагаемых в сопряженной системе для первой и второй про-
изводных функции Кротова плавающее и зависит от величины
запаздывания.

Большое количество разработанных методов, их модифика-
ций и решенных практических задач привело к появлению
обзоров и созданию первых монографий по приближенным
методам оптимального управления, досконально освещающим
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проведенные исследования и новые, возникающие по ходу иссле-
дований проблемы. Среди них [24,78–80].

5. Методы, основанные на многомерных аппроксимациях,
и параллельные вычисления

Развитие вычислительной техники, появление суперкомпью-
теров создало предпосылки для активного использования в
задачах улучшения и приближенно-оптимального синтеза схем
многомерной аппроксимации уравнения Беллмана, непосредствен-
ное использование которого связано с катастрофическим ростом
объемов вычислений и памяти с увеличением размерности
решаемой задачи. В.Ф. Кротовым впервые предложена схема
приближенного синтеза с оценкой на основе достаточных усло-
вий оптимальности [81]. Она может реализоваться с помощью
различных аппроксимирующих конструкций.

Одна из них, композиция одномерных полиномов, предло-
женная и реализованная в свое время в [82–84], позволяет про-
водить интерполяцию на прямоугольной сетке. Другие варианты
интерполяции функции Кротова–Беллмана в [30]. В совмест-
ных работах В.И. Гурмана и В.А. Батурина [85, 86] используется
интерполяция функции Кротова–Беллмана либо кусочно-постоян-
ной функцией, либо кусочно-линейной. Родственный подход для
дискретных систем рассматривался в [87]. Вторая конструкция,
регулярный тейлоровский полином, обеспечивает интерполяцию
на специальной сетке.

Наиболее широкие возможности для применения разнооб-
разных конструкций предоставляет аппроксимация по методу
наименьших квадратов. Сами аппроксимирующие конструкции
при этом тоже могут улучшаться. Разные аспекты такого под-
хода рассматривались в [88–90]. Теми же методами возможно
приближенное аналитическое представление моделей объектов
управления, необходимое для применения методов теории управ-
ления как точных, так и приближенных, в то время как
в реальности эти модели зачастую представлены сложными
зависимостями, в том числе эмпирическими, табличными, и
компьютерными программами. Наглядным примером может слу-
жить модель вертолета при оптимизации режимов нештатной
посадки [91–93].
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Отметим, что в связи с этим повысился интерес к дискре-
тизации непрерывных систем –– переходу от непрерывной модели
к дискретной на ранних стадиях исследования задачи, а не
в конце, при численном интегрировании конечных дифференци-
альных соотношений оптимального процесса. Такое преобразова-
ние модели управляемой системы позволяет обойти обремени-
тельные теоретико-функциональные требования в применяемых
схемах аппроксимации и оценках приближенных решений. Кро-
ме того, в терминах постановки дискретной задачи ОУ и
соответствующих достаточных условий возможна интерпретация
самых разнообразных задач. Эти вопросы затрагивались в рабо-
тах [32, 38, 59]. Дискретные модели естественно используются для
применения развитых методов нелинейного программирования к
решению задач оптимального управления [94–96].

Как известно, выбор начального приближения, достаточно
близкого к оптимуму, играет важную роль при проведении
расчетов любым итерационным методом. Общих методик и ре-
комендаций на этот счет не существует. Однако для вырожден-
ных задач, широко распространенных на практике, предлагается
в качестве начальных приближений находить магистральные
решения таких задач специальными методами [97–99].

В связи с появлением суперкомпьютеров появилась уни-
кальная возможность параллельных вычислений для решения
оптимизационных задач, что позволяет существенно увеличить
их допустимую размерность. Вопросы распараллеливания алго-
ритмов при решении задач ОУ и некоторые результаты этого
направления рассматриваются в [100, 101]. В указанных статьях
представлен опыт применения параллельных вычислений для
приближенного решения задач улучшения и оптимизации зако-
нов управления динамическими системами. Для этих целей в
ИПС им.А.К. Айламазяна РАН разрабатывается программный
комплекс ISCON (Improvement and Synthesis of Сontrol), пред-
назначенный для моделирования и оптимизации управляемых
систем (рис. 1).

В комплексе предусмотрена возможность обмена данными с
пакетом символьных вычислений Maple. Модули и подпрограм-
мы ПК ISCON в совокупности представляют собой гетероген-
ную вычислительную среду с распределением функций между
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Рис. 1. Схема ПК ISCON

ее компонентами. Так массовые однотипные расчеты по отрабо-
танным и реализованным алгоритмам выполняются на кластере
СКИФ. С помощью пакета Maple можно анализировать и
обрабатывать полученные данные, а также подготавливать на-
чальные данные для нового запуска программ на суперЭВМ,
что делает его в этой роли своеобразным интеллектуальным
интерфейсом между пользователем и программами.

6. Перспективы: многометодные процедуры

Одним из перспективных направлений решения задач опти-
мизации является применение многометодного подхода, заклю-
чающегося в комбинировании различных методов в процессе
решения задачи. Описание подобных технологий есть в работах
А.И. Тятюшкина, А.Ю. Горнова [102,103].

Авторы предлагают в качестве средства для создания
многометодных процедур использовать механизм параллельных
вычислений, при котором выполняется одновременный запуск
нескольких алгоритмов, а на основе сравнения полученных
промежуточных результатов выбирается наилучший. Описанный
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метод достаточно прост в реализации, но при этом не исполь-
зуются знания о свойствах решаемой задачи и применяемых
алгоритмах улучшения, которые бы позволили снизить объем
вычислений.

В [104, 105] предложен и получил определенное развитие
принцип построения многометодных процедур оптимального
управления, использующий интеллектуальный анализ соответ-
ствия задач и алгоритмов их решения.

Такой подход ориентирован не только на повышение эф-
фективности поиска оптимальных управлений, но, что может
быть важнее, –– на решение проблемы отдаления потенциальных
пользователей из предметных областей от ценных достижений
теории управления, заключенных в большом разнообразии пред-
лагаемых приближенных схем и алгоритмов, иными словами ––
на автоматизацию процесса поиска решения по тому запросу,
который способен сформулировать пользователь.

Хотя этот подход еще далек от полного воплощения, но
проведенный анализ обзорного характера и собственный опыт
убеждают в том, что в сочетании со стремительным про-
грессом в области технических средств он представляет глав-
ное направление развития приближенных методов оптимального
управления.
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V. I. Gurman, I. V. Rasina, A. O. Blinov. Evolution and prospects of
approximate methods of optimal control.
Abstract. The article gives a brief overview of approximate methods of optimal
control and the ideas underlying them. Material is presented in terms of
optimization and improvement control problems in the standard form for discrete
and continuous control systems. The first and second orders methods and the
improvement of complex processes are considered. The algorithms based on
a study of reachable sets and multidimensional approximations are described.
An extensive bibliography containing the main obtains theoretical and applied
results, that enables developers of new methods to assess the state of arts in
this area. Possible directions of further development of approximate methods
of optimal control in accordance with progress in the field of high-performance
computing are indicated.

Key Words and Phrases: optimization, optimal control, improvement, approxi-
mate methods.

Образец ссылки на статью:

В. И. Гурман, И. В. Расина, А. О. Блинов. Эволюция и пер-
спективы приближенных методов оптимального управления //
Программные системы: теория и приложения : электрон. научн.
журн. 2011. № 2(6), с. 11–29. URL: http://psta.psiras.ru/read/
psta2011_2_11-29.pdf

http://psta.psiras.ru/read/psta2010_4_85-104.pdf
http://psta.psiras.ru/read/psta2010_4_85-104.pdf
http://psta.psiras.ru/read/psta
http://psta.psiras.ru/read/psta

	Введение
	1. Методы первого порядка
	2. Методы второго порядка
	3. Методы улучшения сложных процессов
	4. Другие постановки задач и приближенные методы 
	5. Методы, основанные на многомерных аппроксимациях, и параллельные вычисления
	6.  Перспективы: многометодные процедуры 
	Список литературы

