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Аннотация. Для нелинейных систем с управлением рассмотрен переход
от описания с помощью уравнений отображения вход–выход к описанию с
помощью переменных состояния. Приведены необходимые и достаточные
условия существования такого перехода на языке 1-форм и векторных по-
лей. Построен алгоритм поиска реализации. Алгоритм положен в основу
программного комплекса в системе символьных вычислений Maple.
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Введение

Многие алгоритмы построения обратной связи предполагают за-
пись уравнений системы в переменных состояния, причём правая
часть не должна содержать производных управлений [1]. Однако для
описания систем с управлением также используют уравнения отобра-
жения вход–выход. Данная работа посвящена переходу от уравнений
вход–выход к уравнениям в переменных состояния с использованием
систем символьных вычислений. Такой переход позволяет в дальней-
шем использовать известные алгоритмы построения обратных свя-
зей.

1. Задача реализации отображения вход–выход

Существует два распространённых способа описания нелинейной
системы с управлением: в виде уравнений отображения вход–выход
и с помощью переменных состояния.

Работа выполнена при финансовой поддержке программы «Развитие научно-
го потенциала высшей школы (2009–2010 г.)» (проект 2.1.1/227) и грантов РФФИ
10-07-00617 и 08-01-00203.
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В первом случае выход (y ∈ Rp) непосредственно связывается с
входом (u ∈ Rm) при помощи дифференциальных уравнений:

(1) y
(ki)
i = ϕi(t, y, ẏ, . . . , y(k−1), u, u̇, . . . , u(s)), i = 1, p.

В системе (1) функции ϕi зависят от выходов yj и их производных
до порядка не выше kj − 1, j = 1, p, и от входов uq, q = 1,m, и их
производных до порядка не выше s.

Уравнения cистемы (1) называют уравнениями отображения
вход–выход.

Второе описание кроме переменных входа и выхода использует
дополнительные переменные x = (x1, . . . , xn), которые называют пе-
ременными состояния:

ẋ = f(t, x, u, u̇, . . . , u(r0)), x ∈ Rn, u ∈ Rm,(2)

y = h(t, x, u, u̇, . . . , u(r)), y ∈ Rp.(3)

Вход u изменяет состояние x системы в соответствии с системой (2),
которую называют уравнениями состояния.

Выражения (3), связывающие выходы с переменными состояния,
определяют замену переменных, позволяющую перейти от описа-
ния (2)–(3) к описанию (1). Задача реализации — это задача перехода
от описания (1) к эквивалентному описанию (2)–(3), т.е. поиск систе-
мы (2)–(3) и таких функций

(4) x = X(t, y, ẏ, . . . , y(k0−1), u, u̇, . . . , u(s1)),

что при подстановке выражений (3) в систему (1) с учётом (2) и при
подстановке (4) в систему (2)–(3) при условии (1) получаются верные
тождества.

От описания (1) к описанию (2)–(3) можно перейти с помощью
следующей замены:

x1 = y1, . . . , xk1 = y
(k1−1)
1 , xk1+1 = y2, . . . , xk1+...+kp = y(kp−1)

p .

Однако в этом случае уравнения (2) будут зависеть от производных
управления u до порядка s включительно. В то же время желатель-
но, чтобы максимальный порядок производной управления был как
можно ниже [2]. Будем искать систему (2)–(3) так, чтобы правые ча-
сти уравнений в (2) не зависели от производных управлений:

(5) ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm.
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2. Теоретическое обоснование алгоритма

Сформулируем полученные ранее результаты, устанавливающие
возможность приведения системы (1) к виду (5)–(3), а также свой-
ства функций hj , j = 1, p, из (3).

Пусть F — кольцо гладких функций, каждая из которых зависит
от t, переменных y, u и некоторого конечного числа их производных.
Рассмотрим следующий модуль 1-форм над кольцом F :

H1 = spanF{dt, dy1, dẏ1, . . . , dy
(k1−1)
1 , . . . , dy(kp−1)

p , du1, . . . , du
(s)
m }.

Для 1-формы ω ∈ H1 обозначим через ω̇ производную в силу систе-
мы (1). Определим по индукции

Hk+1 = {ω ∈ Hk : ω̇ ∈ Hk}, k ≥ 1.

Можно показать [3], что Hk, k ≥ 1, есть модули над F .
Для каждого выхода yi обозначим через κi минимальный поря-

док производной в силу системы (1), для которого y
(κi)
i зависит от

u
(s)
q для некоторого q = 1,m. Если такого κi не существует, положим

κi =∞.

Теорема 1 ([3]). а) Реализация вида (5)–(3) локально существу-
ет для системы (1) тогда и только тогда, когда модуль имеет ба-
зис из точных 1-форм. При этом в качестве компонент векторной
функции X из (4) можно выбрать функции, дифференциалы кото-
рых вместе с dt образуют базис Hs+1.

Если такая реализация существует, то
б) n = k1 + . . .+ kp;
в) функция yi = hi в (3) зависит только от t, x, если κi > s, и
зависит от t, x, u, u̇, . . . , u(s−κi), если κi ≤ s.

Таким образом, для решения задачи реализации нужно найти
базис модуля Hs+1 и проверить интегрируемость соответствующего
кораспределения. Даже при условии использования компьютерной
системы аналитических вычислений это достаточно нетривиальная
задача. Удобнее сформулировать условия существования описания
вида (5)–(3) и функции X на языке векторных полей.

Обозначим через η1, . . . , ηN переменные

t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ẏ2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(s−1)
1 , u2, . . . , u

(s−1)
m ,

дифференциалы dη1, . . . , dηN которых порождают H1.
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Лемма 1 ([4]). Для любого j ≥ 1 базис модуля Hj можно вы-
брать из 1-форм вида

∑N
l=1 fldηl, где функции f1, . . . , fN зависят

только от

(6) t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1−1)
1 , . . . , y(kp−1)

p , u1, . . . , u
(j+s−2)
1 , . . . , u(j+s−2)

m .

Обозначим через E пространство с координатами (6) при j = s+1.
По лемме 1 для любого j = 1, s+ 1 базис модуля Hj можно выбрать
из 1–форм на E . Рассмотрим на E векторное поле

D =
∂

∂t
+

p∑
α=1

kα−2∑
lα=0

y(lα+1)
α

∂

∂y
(lα)
α

+
p∑

α=1

ϕα
∂

∂y
(kα−1)
α

+
m∑
β=1

2s−2∑
k=0

u
(k+1)
β

∂

∂u
(k)
β

,

и распределения

Di = spanC∞(E){B1, . . . , Bm, adDB1, . . . , adDBm, . . . , adi−1
D Bm},

i = 1, 2, . . . ,
где

Bβ =
∂

∂u
(s)
β

, β = 1, . . . ,m.

Сопряженное дополнение к модулю Di в H0 обозначим через DTi :

DTi = {ω ∈ H0 : ∀X ∈ Di Xcω ≡ 0}.

Теорема 2 ([4]). Для j = 2, s+ 1 имеем Hj = DTj−1.

Из теорем 1 и 2 получаем

Следствие 1. Реализация вида (5)–(3) локально существует
для системы (1) тогда и только тогда, когда распределение Ds ин-
тегрируемо. При этом в качестве компонент векторной функции
X из (4) можно взять набор первых интегралов распределения Ds,
который вместе с t образует функционально независимую систему.

3. Алгоритм решения задачи реализации

Дано: система (1).
Требуется найти замену переменных (4), приводящую систе-

му (1) к виду (5), (3) и найти реализацию (5), (3).

Алгоритм:
i := 1.
Вычисление распределения Di и проверка его интегрируемости.
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Пока (распределение Di интегрируемо) и (i < s), выполнить:
i := i+ 1.
Вычисление распределения Di и проверка его интегрируемо-
сти.

Конец цикла.
Если (распределение Di интегрируемо) и (i = s), то

Выбор функционально независимых первых интегралов Di,
формирование замены (4).
Обращение замены (4), вычисление выражений (3).
Дифференцирование замены переменных (4) в силу систе-
мы (1) с последующим исключением выходов y с помощью
выражений (3).
Запись системы в виде (5).

Иначе
Невозможно найти реализацию вида (5), (3) средствами ком-
пьютерной алгебры, требуется дополнительное исследование.

Конец если.

4. Программная реализация

Приведённый выше алгоритм реализован в среде символьных вы-
числений MAPLE [5] в виде процедуры realization_varchange, осу-
ществляющей поиск замены переменных (4), и программного кода,
выполняющего построение реализации (5), (3).

Процедура realization_varchange включает в себя процедуру
вычисления коммутатора векторных полей.

На вход процедуры realization_varchange подаётся система,
записанная в переменную типа list, и параметры системы в перемен-
ной того же типа.

Далее производится формирование списка координат и преоб-
разование производных y и u в имена (изначально производные
считаются функциями). Затем формируются векторные поля D и
Bβ = ∂

∂u
(s)
β

, β = 1,m.

Далее происходит выполнение алгоритма решения задачи реали-
зации.

Для проверки интегрируемости распределения, порождённого
векторными полями, вычисляются первые интегралы, общие для
этих векторных полей (решается система в частных производных с
помощью функции pdsolve), то есть интегрируемость проверяется
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непосредственно, а не по условиям Фробениуса. Это позволяет избе-
жать возможной некорректной работы процедуры определения ранга
LinearAlgebra[Rank] в случае функциональных матриц. Если про-
интегрировать систему при помощи функции pdsolve не удаётся, то
в соответствии с алгоритмом требуется вручную проверить условия
Фробениуса. Распределение может являться интегрируемым, однако
его первые интегралы при этом могут не выражаться аналитически.

Для поиска обратной к (4) замены переменных использовалась
функция solve. Если обратная замена не может быть найдена, следу-
ет попробовать найти её вручную. Далее, после дифференцирования
замены (4), подстановки выражений из системы (1) и выражений из
обратной к (4) замены, получаем систему вида (5), (3), являющуюся
искомой реализацией системы с управлением.
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