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геометрии

Аннотация. Согласно результатам нейрогеометрии зрения, человеческий
мозг восстанавливает изофоты на поврежденных изображениях с помощью
оптимальных кривых для некоторой задачи оптимального управления ––
субримановой задачи на группе движений плоскости. В статье описыва-
ется алгоритм антропоморфного восстановления поврежденных бинарных
изображений на основе оптимального синтеза для этой задачи.
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1. Введение

Задача восстановления поврежденных или скрытых изображе-
ний является одной из актуальных проблем компьютерной графики.
Для ее решения разработан ряд методов, многие из которых исполь-
зуют технику вариационного исчисления и оптимального управле-
ния [1–3]. Данная работа основана на положениях одного из новых
направлений нейрофизиологии –– нейрогеометрии зрения [4,5], а так-
же на недавних результатах по субримановой геометрии [6–8]. На ос-
нове результатов этих исследований разработан алгоритм для восста-
новления серии изофот на поврежденных штриховых изображениях.

Работа поддержана Госконтрактом № 07.514.11.4033 по ФЦП «Исследования
и разработки по приоритетным направлениям развития научно-технологического
комплекса России на 2007–2013 годы», а также Российским фондом фундамен-
тальных исследований, проект 09-01-00246-а.
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2. Постановка задачи восстановления изображения и метод
ее решения

Задача восстановления изображения может быть формализова-
на следующим образом. Дана прямоугольная область 𝐷 ⊂ R2, вза-
имно непересекающиеся подобласти 𝑂1, ..., 𝑂𝑁 ⊂ 𝐷, и функция 𝑓 :

𝐷∖(
⋃︀𝑁

𝑖=1𝑂𝑖) → [0, 1]. Требуется восстановить функцию 𝑓 в областях
𝑂1, ..., 𝑂𝑁 . Здесь 𝐷 –– область исходного изображения, 𝑂𝑖 –– подоб-
ласти с поврежденным изображением; функция 𝑓 задает доступное
наблюдателю изображение (для полутонового изображения яркость,
а для штрихового изображения это функция, линии уровня которой
совпадают с кривыми, составляющими изображение). Восстановле-
ние изображения в областях 𝑂𝑖 должно быть антропоморфным, т.е.
естественным для глаза человека.

Согласно результатам нейрогеометрии зрения [4,5], человеческий
мозг восстанавливает изофоты (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], на поврежден-
ных изображениях на основе вариационного принципа

(1)
∫︁ 𝑡1

𝑡0

√︁
�̇�2 + �̇�2 + 𝛼2 𝜃2 𝑑𝑡→ min, 𝛼 > 0,

где 𝜃 = arctg(�̇�/�̇�). Таким образом, минимизируется интегральный
компромисс между линейной (�̇�, �̇�) и угловой 𝜃 скоростями восста-
навливающей кривой. Параметр 𝛼 задает масштаб на изображении,
и должен подбираться в зависимости от изображения. В данной рабо-
те вариационный принцип (1) положен в основу восстановления по-
врежденных изображений.

При математическом моделировании использовались следующие
допущения:

∙ изображение может быть представлено как портрет линий уров-
ня гладкой функции 𝑓 : 𝐷 → [0, 1],

∙ функция 𝑓 не имеет критических точек в областях повреждения
𝑂1, . . . , 𝑂𝑁 ⊂ 𝐷,

∙ известна информация о точках пересечения линий уровня функ-
ции 𝑓 с границами областей 𝑂𝑖.

При выполнении этих условий предложенный метод может быть ис-
пользован в комбинации с другими методами восстановления изоб-
ражений.

Замена переменных

(2) 𝑥 = 𝛼̃︀𝑥, 𝑦 = 𝛼̃︀𝑦, 𝜃 = ̃︀𝜃
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преобразует задачу (1) к случаю 𝛼 = 1. Поэтому при математическом
рассмотрении задачи будем считать 𝛼 = 1, а в алгоритме восстановле-
ния изображений параметр 𝛼 будет подбираться с целью устранения
точек возврата на восстанавливающих кривых. Описанный вариаци-
онный метод восстановления изображений рассмотрен в работе [9].
В данной работе представлены следующие новые результаты:

а) получено явное сведение задачи (1) к решению систем алгебра-
ических уравнений,

б) использован параметр 𝛼 для устранения точек возврата на вос-
станавливающих кривых,

в) детально описан алгоритм восстановления изофот.

3. Субриманова задача на группе движений плоскости

Задача минимизации функционала
∫︀ √︁

�̇�2 + �̇�2 + 𝜃2 𝑑𝑡 для кри-
вых (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜃(𝑡)) с закрепленными концами может быть сформу-
лирована как следующая задача оптимального управления:

�̇� = 𝑢1 cos 𝜃, �̇� = 𝑢1 sin 𝜃, 𝜃 = 𝑢2,(3)

𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝜃) ∈𝑀 = R2
𝑥,𝑦 × 𝑆1

𝜃 , 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2,(4)
𝑞(0) = 𝑞0 = (0, 0, 0), 𝑞(𝑡1) = 𝑞1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1),(5)

𝑙 =

∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢21 + 𝑢22 𝑑𝑡→ min .(6)

Пространство состояний 𝑀 = R2
𝑥,𝑦 × 𝑆1

𝜃 естественным образом отож-
дествляется с группой SE(2) движений двумерной плоскости, сохра-
няющих ориентацию. Эта группа представляется матрицами 3 × 3

следующим образом:

SE(2) =

⎧⎨⎩
⎛⎝ cos 𝜃 − sin 𝜃 𝑥

sin 𝜃 cos 𝜃 𝑦

0 0 1

⎞⎠ | 𝜃 ∈ 𝑆1 = R/(2𝜋Z), 𝑥, 𝑦 ∈ R

⎫⎬⎭ .

Задача (3)–(6) естественно переформулируется как левоинвариант-
ная субриманова задача на группе Ли SE(2) [10,11]. Рассмотрим неин-
тегрируемую левоинвариантную субриманову структуру ранга 2 на
SE(2), т. е. неинтегрируемое левоинвариантное распределение Δ ран-
га 2 на SE(2) вместе с левоинвариантым скалярным произведением
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⟨·, ·⟩ на Δ. Легко показать, что такая структура единственна, с точно-
стью до скалярного множителя в скалярном произведении. Рассмот-
рим следующую модель такой субримановой структуры:

Δ𝑞 = span(𝑋1(𝑞), 𝑋2(𝑞)), ⟨𝑋𝑖, 𝑋𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

𝑋1(𝑞) = 𝑞𝐸13, 𝑋2(𝑞) = 𝑞(𝐸21 − 𝐸12), 𝑞 ∈ SE(2),

(где 𝐸𝑖𝑗 есть матрица 3 × 3 с единственным единичным элементом
в 𝑖-ой строке и 𝑗-ом столбце, и нулевыми остальными элементами)
и соответствующую задачу оптимального управления:

𝑞 = 𝑢1𝑋1(𝑞) + 𝑢2𝑋2(𝑞), 𝑞 ∈𝑀 = SE(2), 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2,

𝑞(0) = 𝑞0 = Id, 𝑞(𝑡1) = 𝑞1,

𝑙 =

∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢21 + 𝑢22 𝑑𝑡→ min .

Эту задачу можно переформулировать на языке робототехники сле-
дующим образом. Рассмотрим мобильный робот на плоскости, кото-
рый может двигаться вперед и назад, и вращаться вокруг себя (маши-
на Ридса–Шеппа) [12]. Состояние робота описывается координатами
(𝑥, 𝑦) его центра масс и углом поворота 𝜃. При заданных начальном
и конечном состояниях машины требуется найти кратчайшую траек-
торию из начального состояния в конечное, если длина траектории
измеряется в пространстве (𝑥, 𝑦, 𝜃), см. рис. 1.

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

Рис. 1. Постановка задачи (3)–(6)

В работе [6] показано, что для любой конечной точки 𝑞1 ∈ SE(2)

задача (3)–(6) имеет оптимальное решение.
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4. Сведение задачи оптимального управления к решению
системы уравнений

В этом разделе мы опишем некоторые результаты работ [6–8], ко-
торые позволяют свести задачу (3)–(6) к решению систем уравнений
в функциях Якоби.

Из принципа максимума Понтрягина следует, что экстремальные
траектории в задаче (3)–(6) параметризуются точками фазового ци-
линдра 𝐶 = (2𝑆1

𝛾)× R𝑐 математического маятника

(7) �̇� = 𝑐, �̇� = − sin 𝛾.

Семейство параметризованных длиной дуги нормальных экстремаль-
ных кривых в задаче (3)–(6) описывается экспоненциальным отобра-
жением

Exp : 𝑁 →𝑀, 𝑁 = 𝐶 × R+,

Exp(𝜈) = Exp(𝜆, 𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝜈 = (𝜆, 𝑡) = (𝛾, 𝑐, 𝑡) ∈ 𝑁.

Уравнение маятника (7) имеет интеграл энергии 𝐸 =
𝑐2

2
−cos 𝛾 ∈

[−1,+∞). Рассмотрим следующее разбиение цилиндра 𝐶 на взаимно
непересекающиеся инвариантные подмножества фазового цилиндра
маятника:

𝐶 =

5⋃︁
𝑖=1

𝐶𝑖,(8)

𝐶1 = {𝜆 ∈ 𝐶 | 𝐸 ∈ (−1, 1)},
𝐶2 = {𝜆 ∈ 𝐶 | 𝐸 ∈ (1,+∞)},
𝐶3 = {𝜆 ∈ 𝐶 | 𝐸 = 1, 𝑐 ̸= 0},
𝐶4 = {𝜆 ∈ 𝐶 | 𝐸 = −1} = {(𝛾, 𝑐) ∈ 𝐶 | 𝛾 = 2𝜋𝑛, 𝑐 = 0}, 𝑛 ∈ N,
𝐶5 = {𝜆 ∈ 𝐶 | 𝐸 = 1, 𝑐 = 0} = {(𝛾, 𝑐) ∈ 𝐶 | 𝛾 = 𝜋 + 2𝜋𝑛, 𝑐 = 0}.

В работе [6] были введены эллиптические координаты (𝜙, 𝑘) в об-
ласти 𝐶1 ∪𝐶2 ∪𝐶3 цилиндра 𝐶, где 𝑘 ––перепараметризованная энер-
гия, а 𝜙––время движения маятника (7). В эллиптических координа-
тах поток маятника (7) выпрямляется: �̇� = 1, �̇� = 0, и получена сле-
дующая параметризация экстремальных траекторий. Далее исполь-
зуются функции Якоби am(𝜙, 𝑘), cn(𝜙, 𝑘), sn(𝜙, 𝑘), dn(𝜙, 𝑘), E(𝜙, 𝑘);
кроме того, 𝐾(𝑘) есть полный эллиптический интеграл первого ро-
да [13].
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Если 𝜆 = (𝜙, 𝑘) ∈ 𝐶1, то 𝜙𝑡 = 𝜙+ 𝑡 и

cos 𝜃𝑡 = cn𝜙 cn𝜙𝑡 + sn𝜙 sn𝜙𝑡,

sin 𝜃𝑡 = 𝑠1(sn𝜙 cn𝜙𝑡 − cn𝜙 sn𝜙𝑡),

𝜃𝑡 = 𝑠1(am𝜙− am𝜙𝑡) (mod 2𝜋),(9)
𝑥𝑡 = (𝑠1/𝑘)[cn𝜙(dn𝜙− dn𝜙𝑡) + sn𝜙(𝑡+ E(𝜙)− E(𝜙𝑡))],(10)
𝑦𝑡 = (1/𝑘)[sn𝜙(dn𝜙− dn𝜙𝑡)− cn𝜙(𝑡+ E(𝜙)− E(𝜙𝑡))],(11)
𝑠1 = sgn cos(𝛾/2).

В области 𝐶2 удобно использовать координату 𝜓 = 𝜙/𝑘, 𝜓𝑡 =
𝜙𝑡/𝑘 = 𝜓 + 𝑡/𝑘. Если 𝜆 ∈ 𝐶2, то

cos 𝜃𝑡 = 𝑘2 sn𝜓 sn𝜓𝑡 + dn𝜓 dn𝜓𝑡,(12)
sin 𝜃𝑡 = 𝑘(sn𝜓 dn𝜓𝑡 − dn𝜓 sn𝜓𝑡),(13)
𝑥𝑡 = 𝑠2𝑘[dn𝜓(cn𝜓 − cn𝜓𝑡) + sn𝜓(𝑡/𝑘 + E(𝜓)− E(𝜓𝑡))],(14)

𝑦𝑡 = 𝑠2[𝑘
2 sn𝜓(cn𝜓 − cn𝜓𝑡)− dn𝜓(𝑡/𝑘 + E(𝜓)− E(𝜓𝑡))],(15)

𝑠2 = sgn 𝑐.

Если 𝜆 ∈ ∪5
𝑖=3𝐶1, то экстремальные траектории параметризуются

элементарными функциями [6].
Рассмотрим следующее разбиение пространства 𝑀 = SE(2) =

R2
𝑥,𝑦 × 𝑆1

𝜃 , определяемое значениями функций 𝑅1 = 𝑦 cos 𝜃
2 − 𝑥 sin 𝜃

2 ,
𝑅2 = 𝑥 cos 𝜃

2 + 𝑦 sin 𝜃
2 :

̃︁𝑀 = {𝑞 ∈𝑀 | 𝑅1(𝑞)𝑅2(𝑞) sin 𝜃 ̸= 0}, ̃︁𝑀 = ⊔8
𝑖=1𝑀𝑖,

𝑀 ′ = {𝑞 ∈𝑀 | 𝑅1(𝑞)𝑅2(𝑞) sin 𝜃 = 0},

где каждое из множеств 𝑀𝑖 определяется знаками функций sin 𝜃, 𝑅1,
𝑅2, описанными в Таблице 1.

𝑀𝑖 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 𝑀7 𝑀8

sgn(sin 𝜃) − − − − + + + +

sgn(𝑅1) + + − − − − + +

sgn(𝑅2) + − − + + − − +

Таблица 1. Определение областей 𝑀𝑖
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В работах [7,8] было получено глобальное описание времени раз-
реза

𝑡cut(𝜆) = sup{𝑡1 > 0 | 𝑞𝑠 оптимальна при 𝑠 ∈ [0, 𝑡1]}, 𝜆 ∈ 𝐶,

вдоль экстремальных траекторий. В работе [8] были определены мно-
жества ̂︁𝑀 =𝑀 ∖ {𝑞0}, ̂︀𝑁 = {(𝜆, 𝑡) ∈ 𝑁 | 𝑡 ≤ 𝑡cut(𝜆)}.

Так как для любого 𝑞1 ∈ 𝑀 существует оптимальное управление,
то отображение Exp : ̂︀𝑁 → ̂︁𝑀 сюрьективно; так как оно имеет крат-
ные точки (Максвелла), то отображение не является инъективным.
Далее, в работах [7,8] были определены такие плотные подмножества̃︀𝑁 ⊂ ̂︀𝑁 и их разбиение ̃︀𝑁 = ⊔8

𝑖=1𝐷𝑖, что экспоненциальное отображе-
ние имеет следующую глобальную структуру:

(16) Exp : ̃︀𝑁 → ̃︁𝑀 и все Exp : 𝐷𝑖 →𝑀𝑖 –– диффеоморфизмы.

Поэтому поиск оптимальной кривой в задаче (3)–(6) для конечной
точки 𝑞1 ∈𝑀𝑖 сводится к решению системы уравнений Exp(𝜆, 𝑡) = 𝑞1,
имеющей единственный корень (𝜆, 𝑡) ∈ 𝐷𝑖.

Итак, в случае общего положения 𝑞1 ∈ ̃︁𝑀 решение задачи (3)–(6)
сведено к решению систем уравнений

𝑥𝑡(𝜆) = 𝑥1, 𝑦𝑡(𝜆) = 𝑦1, 𝜃𝑡(𝜆) = 𝜃1, (𝜆, 𝑡) ∈ 𝐷𝑖,

где функции 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝜃𝑡 ––компоненты оптимальных траекторий 𝑞𝑡, опи-
санные формулами (9)–(15), а (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1) = 𝑞1 ––конечная точка иско-
мой траектории.

5. Алгоритм восстановления изображения

В этом разделе описывается алгоритм GlobalSolve восстановле-
ния изображения на основе вариационного принципа (1), базирую-
щийся на результатах, описанных в предыдущем разделе.

Алгоритм GlobalSolve состоит из следующих подалгоритмов:

∙ RestoreDomain восстанавливает поврежденные изофоты в под-
области 𝑂𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , см. подраздел 5.4.

∙ RemoveCusp удаляет точки возврата у оптимальной траектории
(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) при помощи соответствующего подбора значения па-
раметра 𝛼 (1), см. подраздел. 5.3.
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∙ FindRoot по граничным условиям 𝑞1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1) (5) вычисля-
ет параметры, определяющие соответствующую поврежденную
изофоту (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), см. подраздел 5.2.

∙ Solver решает систему из трех алгебраических уравнений с тре-
мя неизвестными

(17) Exp(𝜈) = 𝑞1, 𝑞1 ∈𝑀𝑖, 𝜈 ∈ 𝐷𝑖,

где 𝜈 ∈ 𝐷𝑖 ∩ 𝐶𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2}, см. подраздел. 5.1.

5.1. Алгоритм Solver решения системы уравнений (17)

Вход: 𝑞1 ∈ 𝑀𝑖, initial ∈ {true, false}, 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝑖 ∈ {1, . . . , 4},
𝜈 ∈ 𝐷𝑖 ∩ 𝐶𝑗 .
Выход: 𝜈 ∈ 𝐷𝑖 ∩ 𝐶𝑗 .
Выполняемые действия: Алгоритм вычисляет значение корня 𝜈 ∈
𝐷𝑖 ∩ 𝐶𝑗 системы (17) с заданной точностью 𝜀. Переменная 𝜈 являет-
ся одновременно входным параметром (начальное приближение для
корня при условии, что initial = true) и выходным параметром
(искомый корень).
Константы алгоритма: maxiteration, maxiterrnd ∈ N, 𝜀 > 0.

Шаги алгоритма:

(1) Если initial = true, то выполняется переход к шагу 3.
(2) В подобласти 𝐷𝑖∩𝐶𝑗 случайно выбирается начальное приближе-

ние 𝜈.
(3) Из начальной точки 𝜈 запускается итерационный алгоритм поис-

ка приближенного значения корня системы (17). Если число ите-
раций этого алгоритма превышает maxiteration, то выполняет-
ся переход к шагу 2. Если 𝜈 /∈ 𝐷𝑖 ∩ 𝐶𝑗 , то выполняется переход
к шагу 2. Если общее число итераций алгоритма Solver превы-
шает maxiterrnd, то алгоритм завершается (корень не найден).

(4) Если |Exp(𝜈)− 𝑞1| < 𝜀, то алгоритм завершается и возвращается
значение корня 𝜈. Иначе выполняется переход к шагу 2.
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5.2. Алгоритм FindRoot вычисления оптимальной
траектории задачи (3)–(6)

Вход: 𝑞1 ∈𝑀 , initial ∈ {true, false}, 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝜈 ∈ 𝐶𝑗 .
Выход: 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝜈 ∈ 𝐶𝑗 .
Выполняемые действия: Алгоритм численно находит корень 𝜈 систе-
мы (17) и номер 𝑗 такой области 𝐶𝑗 , что 𝜈 ∈ 𝐶𝑗 . Параметр 𝛼 (2)
приравнивается 1. Переменные 𝜈 и 𝑗 являются одновременно вход-
ными параметрами (начальное приближение корня и номер области,
содержащей этот корень при условии initial = true) и выходными
параметрами (искомый корень).

Шаги алгоритма:

(1) С помощью Таблицы 1 вычисляется номер 𝑖 такой области 𝑀𝑖,
что 𝑞1 ∈𝑀𝑖.

(2) Если initial = true, то выполняется переход к шагу (𝑗+2), т. е.
3 или 4.

(3) Запускается алгоритм Solver с параметрами 𝑞1, initial, 𝑖, 𝑗 = 1,
𝜈. Если корень найден, то алгоритм завершается успешно, иначе
initial := false.

(4) Запускается алгоритм Solver с параметрами 𝑞1, initial, 𝑖, 𝑗 = 2,
𝜈. Если корень найден, то алгоритм завершается успешно, иначе
initial := false и выполняется переход к шагу 3.

В итоге для корня 𝜈 = (𝜆, 𝑡1) системы (17) вычисляется опти-
мальная траектория 𝑞(𝑡) = Exp(𝜆, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], задачи (3)–(6) . Одна-
ко оптимальная траектория задачи (3)–(6) может иметь точки воз-
врата (см. рис. 1), которые непригодны при восстановления изофот
поврежденного изображения. Такие точки возврата в большинстве
случаев могут быть удалены подбором подходящего значения пара-
метра 𝛼 (2), см. подраздел 5.3.

5.3. Алгоритм RemoveCusp удаления точек возврата на
изофотах

Вход: 𝑞1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1) ∈𝑀 .
Выход: 𝛼 > 0, 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝜈 ∈ 𝐶𝑗 .
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Выполняемые действия: Алгоритм находит такое значение 𝛼 > 0,
что соответствующая оптимальная траектория (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) для зада-
чи (3)–(5) с функционалом качества

(18) 𝑙𝛼 =

∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢21 + 𝛼2 𝑢22 𝑑𝑡→ min

не имеет точек возврата. С помощью замены координат (2) новая
задача (3)–(5), (18) сводится к изначальной (3)–(6).
Константы алгоритма: Δ𝛼 = 0.1,

𝛼init = 0.6
𝜋 − |𝜃1 − 𝜋|+ 0.7 |𝑦1|

|𝑥1+0.2|

0.05 +
√︀
𝑥21 + 𝑦21

+ 0.2.

Шаги алгоритма:

(1) Задаются начальные значения 𝛼 := 𝛼init, initial := false.
(2) (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) := (𝛼𝑥1, 𝛼𝑦1).
(3) Запускается алгоритм FindRoot с параметрами (𝑥𝛼, 𝑦𝛼, 𝜃1),

initial, 𝑗, 𝜈.
(4) Если корень 𝜈, вычисленный с помощью FindRoot, соответствует

кривой (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) без точек возврата (т. е. �̇�2(𝑡) + �̇�2(𝑡) ̸= 0), то
алгоритм завершается успешно.

(5) initial := true, 𝛼 := 𝛼+Δ𝛼 и выполняется переход к шагу 2.

Примеры восстановленных изображений с точками возврата и без
точек возврата приведены на рис. 2 и 3 соответственно. Эти изобра-
жения получены с помощью алгоритмов FindRoot и RemoveCusp.

В этом алгоритме используется свойство диффеоморфности (16)
отображения Exp: близкие точки прообраза экспоненциального отоб-
ражения переходят под действием Exp в близкие точки его образа.
Это свойство используется также далее в алгоритме RestoreDomain,
см. подраздел 5.4.

5.4. Алгоритм RestoreDomain восстановления одной
поврежденной области

Вход: 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁}.
Выход: текстовый файл outputs<k>.
Выполняемые действия: Номер 𝑘 соответствует входному файлу
inputs<k>, который содержит координаты конечных точек 𝑞1 всех
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Рис. 2. Кривые с
точками возврата

Рис. 3. Кривые
без точек возврата

изофот в поврежденной области 𝑂𝑘 ⊂ 𝐷. Алгоритм находит все па-
раметры для восстановления этих изофот и записывает их в файл
outputs<k>.

Шаги алгоритма:

(1) initial := false.
(2) Из файла inputs<k> считываются входные данные с координа-

тами точек 𝑞1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝜃1) для текущей изофоты. Алгоритм за-
вершается, если файл пустой.

(3) Если initial = true, то 𝛼0 := 𝛼+ sign(𝛼− 𝛼init)Δ𝛼 и запуска-
ется алгоритм FindRoot с параметрами (𝛼0𝑥1, 𝛼0𝑦1, 𝜃1), initial,
𝜈, 𝑗. Если корень 𝜈, вычисленный с помощью алгоритма FindRoot,
соответствует кривой без точек возврата, то искомый корень най-
ден, выполняется переход к шагу 5. Иначе полагается 𝛼0 :=
𝛼init+sign(𝛼init−𝛼)Δ𝛼 и запускается алгоритм FindRoot с пара-
метрами (𝛼0𝑥1, 𝛼0𝑦1, 𝜃1), initial, 𝜈, 𝑗. Если корень 𝜈, найденный
с помощью FindRoot, соответствует кривой без точек возврата,
то искомый корень найден, выполняется переход к шагу 5.

(4) Запускается алгоритм RemoveCusp с входным значением 𝑞1.
(5) Параметры 𝛼, 𝜈, 𝑗 записываются в файл outputs<k>, выполня-

ется переход к шагу 2.
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Так как параметры для траекторий из разных поврежденных об-
ластей вычисляются независимо, то имеет смысл вычислять их па-
раллельно. Это было реализовано в параллельном программном ком-
плексе для восстановления изображений OptimalInpainting.

6. Заключение

В работе описан метод восстановления изофот штрихового изоб-
ражения с помощью оптимальных кривых в левоинвариантной суб-
римановой задаче на группе движений плоскости SE(2). Метод и ал-
горитм, представленные в этой статье, были реализованы в парал-
лельном программном комплексе OptimalInpainting. Описание это-
го программного комплекса и демонстрация эффективности подхода
будут приведены в последующей работе.

Представленный метод восстановления может применяться при
обработке изображений, содержащих окклюзию одного объекта дру-
гим, например: фотоснимков, содержащих частично скрытые конту-
ры дорог, рек, других криволинейных объектов.
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