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Универсальное уравнение времени перелета
между двумя точками центрального поля

тяготения

Аннотация. В статье изложен принципиально новый метод решения за-
дачи расчета времени перелета между двумя точками центрального поля
тяготения по эллиптическим и гиперболическим орбитам. В нем в качестве
независимой переменной вместо линейных элементов –– большой полуоси
или фокального параметра орбиты––использован угловой параметр––угол
между радиусом-вектором начальной точки перелета и вектором началь-
ной скорости перелета.
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Введение

В работах [1], [2] и [3] приведены различные варианты универ-
сальных уравнений для расчета времени перелета между двумя точ-
ками центрального поля тяготения по эллиптическим, параболиче-
ским и гиперболическим орбитам. На возможность разработки еди-
ного уравнения для всех типов орбит указывалось также в [4]. При
этом в [4] и [2] упоминалась необходимость в таких уравнениях смены
знака большой полуоси и использования мнимых величин при расче-
тах времени перелета по гиперболическим траекториям по уравнению
для эллиптических орбит.

Разработанные в теории орбитальных годографов [5] обобщенное
уравнение перелета и уравнения связей углов, определяющих усло-
вия перелета, позволили найти принципиально новый подход к ре-
шению задачи определения времени перелета между двумя точками
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центрального поля тяготения и к отысканию нового универсального
уравнения для расчета времени перелета по эллиптическим и гипер-
болическим орбитам. Один из вариантов такого уравнения для эл-
липтических орбит был опубликован в [6]. Несколько соотношений,
полученных в [6] в процессе вывода основного уравнения, являются
общими для всех типов орбит. Далее предлагается применить под-
ход, использованный в [6], для вывода уравнения времени перелета
по гиперболическим орбитам.

Вывод универсального уравнения времени перелета между
двумя точками центрального поля тяготения

Уравнение Ламберта для гиперболических орбит имеет вид

(1) 𝑡𝑁 − 𝑡𝑀 =
|𝛼|

3
2

√
𝜇

[𝜀 (sh𝐻𝑁 − sh𝐻𝑀 )−𝐻𝑁 +𝐻𝑀 ] ,

где 𝛼 –– большая полуось гиперболической траектории перелета, 𝜀 ––
эксцентриситет траектории перелета, 𝐻 –– аналогичные эксцентриче-
ским аномалиям эллиптических орбит величины.

В уравнении (1) и далее индексом "M" отмечены параметры ор-
биты в начальной точке перелета, индексом "N" –– в его конечной
точке.

Величина большой полуоси гиперболической траектории переле-
та вычисляется по формуле

(2) 𝛼 =
𝑟𝑀

2− 𝑘𝑀
,

где 𝑟𝑀 ––радиус-вектор начальной точки перелета, а обобщенный па-
раметр 𝑘𝑀 представлен уравнением годографа начальных скоростей
перелета [4, 5]:

(3) 𝑘𝑀 =
1 + ctg2 𝜓𝑀

ctg𝜓𝑀 − ctgΔ𝜓𝑀
tg

Δ𝜗

2
,

𝜓𝑀 ––угол между 𝑟𝑀 и вектором начальной скорости перелета, Δ𝜗––
угол между 𝑟𝑀 и радиусом-вектором 𝑟𝑁 конечной точки перелета,
Δ𝜓𝑀 –– угол между 𝑟𝑀 и направлением из точки 𝑀 на точку 𝑁 .

Величина угла Δ𝜓𝑀 определяется из уравнения, приведенного в
работе [5]:

ctgΔ𝜓𝑀 =
cosΔ𝜗− 𝑟𝑀

𝑟𝑁

sinΔ𝜗
.
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Значения 𝐻 вычисляются по формуле

𝐻 = 2arth

(︃√︂
𝜀− 1

𝜀+ 1
tg
𝜗

2

)︃
.

Используя это соотношение, вычисляем разность 𝐻𝑁 −𝐻𝑀 :

(4)

𝐻𝑁 −𝐻𝑀= 2

[︃
arth

(︃√︂
𝜀− 1

𝜀+ 1
tg
𝜗𝑁
2

)︃
− arth

(︃√︂
𝜀− 1

𝜀+ 1
tg
𝜗𝑀
2

)︃]︃

= 2arth

(︃ √
𝜀2 − 1(︀

tg𝜓𝑀 ctg Δ𝜗
2 − 1

)︀
𝜀 sin𝜗𝑀

)︃
.

Решив совместно уравнения конических сечений для граничных
точек 𝑀 и 𝑁 перелета и выполнив некоторые преобразования, полу-
чим соотношение

𝜀 sin𝜗𝑀 =
tg Δ𝜗

2

1− tg𝜓𝑀 ctgΔ𝜓𝑀
.

Подставив его в (4), находим:

(5)

𝐻𝑁 −𝐻𝑀= 2arth

(︃√
𝜀2 − 1 (1− tg𝜓𝑀 ctgΔ𝜓)(︀

tg𝜓𝑀 ctg Δ𝜗
2 − 1

)︀ ctg
Δ𝜗

2

)︃

= 2arth

(︃√
𝜀2 − 1 (ctg𝜓𝑀 − ctgΔ𝜓𝑀 )

ctg Δ𝜗
2 − ctg𝜓𝑀

ctg
Δ𝜗

2

)︃
.

Чтобы вычислить гиперболический синус sh𝐻, представим вели-
чину 𝐻 в новом виде. Для этого используем формулу гиперболиче-
ского тангенса:

th
𝐻

2
=
𝑒

𝐻
2 − 𝑒−

𝐻
2

𝑒
𝐻
2 + 𝑒−

𝐻
2

=
𝑒𝐻 − 1

𝑒𝐻 + 1
.

Решим это уравнение относительно 𝑒𝐻 :

𝑒𝐻 =
1 + th 𝐻

2

1− th 𝐻
2

.

Возьмем логарифм от этого выражения и подставим в него вели-
чину th 𝐻

2 :

𝐻 = ln
1 + th 𝐻

2

1− th 𝐻
2

= ln
1 +

√︁
𝜀−1
𝜀+1 tg

𝜗
2

1−
√︁

𝜀−1
𝜀+1 tg

𝜗
2

= ln

√︁
𝜀+1
𝜀−1 + tg 𝜗

2√︁
𝜀+1
𝜀−1 − tg 𝜗

2

.
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Подставим полученные выражения для 𝑒𝐻 и 𝐻 в уравнение ги-
перболического синуса:

sh𝐻=
𝑒𝐻 − 𝑒−𝐻

2
=

1

2

(︃
1 + th 𝐻

2

1− th 𝐻
2

−
1− th 𝐻

2

1 + th 𝐻
2

)︃

=
2 th 𝐻

2

1− th2 𝐻2
=

2
√︁

𝜀−1
𝜀+1 tg

𝜗
2

1− 𝜀−1
𝜀+1 tg

2 𝜗
2

=
2
√
𝜀2 − 1 tg 𝜗

2 cos2 𝜗2
(𝜀+ 1) cos2 𝜗2 − (𝜀− 1) sin2 𝜗2

=

√
𝜀2 − 1 sin𝜗

𝜀
(︀
cos2 𝜗2 − sin2 𝜗2

)︀
+ cos2 𝜗2 + sin2 𝜗2

=

√
𝜀2 − 1 sin𝜗

1 + 𝜀 cos𝜗
=

√
𝜀2 − 1𝜀 sin𝜗

𝜀 (1 + 𝜀 cos𝜗)
=

1

𝜀

√︀
𝜀2 − 1 ctg𝜓,

откуда следует

𝜀 sh𝐻 =
√︀
𝜀2 − 1 ctg𝜓

и

(6) 𝜀 sh𝐻𝑁 − 𝜀 sh𝐻𝑀 =
√︀
𝜀2 − 1 (ctg𝜓𝑁 − ctg𝜓𝑀 ) .

Величина ctg𝜓𝑁 определяется из соотношения [5]:

ctg𝜓𝑁 − ctg𝜓𝑀 =

(︂
𝑟𝑁
𝑟𝑀

+ 1

)︂(︂
ctg

Δ𝜗

2
− ctg𝜓𝑀

)︂
− 2 ctg

Δ𝜗

2
.

С этой подстановкой соотношение (6) принимает вид

(7) 𝜀 (sh𝐻𝑁 − sh𝐻𝑀 ) =
√︀
𝜀2 − 1×

×
[︂(︂

𝑟𝑁
𝑟𝑀

+ 1

)︂(︂
ctg

Δ𝜗

2
− ctg𝜓𝑀

)︂
− 2 ctg

Δ𝜗

2

]︂
.
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Подставляя (2), (3), (5) и (7) в (1), получаем

(8) 𝑡𝑁 − 𝑡𝑀 =
1
√
𝜇

⎛⎝ 𝑟𝑀
(1+ctg2 𝜓𝑀 ) tg Δ𝜗

2

ctg𝜓𝑀−ctgΔ𝜓𝑀
− 2

⎞⎠ 3
2

×

×
{︂√︀

𝜀2 − 1

[︂(︂
𝑟𝑁
𝑟𝑀

+ 1

)︂(︂
ctg

Δ𝜗

2
− ctg𝜓𝑀

)︂
− 2 ctg

Δ𝜗

2

]︂
−

−2 arth

(︃√︀
𝜀2 − 1

ctg𝜓𝑀 − ctgΔ𝜓𝑀

ctg Δ𝜗
2 − ctg𝜓𝑀

ctg
Δ𝜗

2

)︃}︃
.

Границы 𝜓*
𝑀 , разделяющие диапазоны углов 𝜓𝑀 для эллипти-

ческих и гиперболических траекторий перелетов, определяются из
уравнения (3) для условия 𝑘𝑀 = 2. Решив его относительно 𝜓𝑀 , по-
лучаем

𝜓*
𝑀1,2

= arcctg

[︃
ctg

Δ𝜗

2
±

√︃
𝑟𝑀
𝑟𝑁

(︂
1 + ctg2

Δ𝜗

2

)︂]︃
.

Углы 𝜓𝑀 соответствуют параболическим траекториям перелетов.
Между двумя значениями 𝜓*

𝑀 решений этого уравнения заклю-
чен диапазон величин углов 𝜓𝑀 для эллиптических траекторий пе-
релетов. Меньшие значения углов 𝜓𝑀 свойственны гиперболическим
траекториям, не приходящим в заданную конечную точку 𝑁 пере-
лета. Большие значения углов 𝜓𝑀 соответствуют гиперболическим
траекториям, по которым перелеты в заданную конечную точку воз-
можны.

Максимальное значение угла 𝜓𝑀 для гиперболических траекто-
рий теоретически равно величине угла Δ𝜓𝑀 . Этому случаю при ко-
нечных значениях величин начальных радиусов 𝑟𝑀 перелетов соот-
ветствуют бесконечные величины 𝑘𝑀 и начальных скоростей переле-
тов, что противоречит действующим законам физики. Поэтому мак-
симальный возможный угол 𝜓𝑀 для перелетов по гиперболическим
траекториям ограничен максимальной предельной скоростью пере-
лета, равной скорости света.

В статье [6] приведено в сокращенном виде аналогичное уравне-
ние времени перелета для эллиптических орбит: используя формулы
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(7) , (10) , (12) , (13) , (17) и (18) статьи [6], это уравнение можно пред-
ставить в виде

(9) 𝑡𝑁 − 𝑡𝑀 =
1
√
𝜇

⎡⎣ 𝑟𝑀

2− (1+ctg2 𝜓𝑀 ) tg Δ𝜗
2

ctg𝜓𝑀−ctgΔ𝜓𝑀

⎤⎦ 3
2

×

×

{︃
2 arctg

[︃√︀
1− 𝜀2

ctg𝜓𝑀 − ctgΔ𝜓𝑀

ctg Δ𝜗
2 − ctg𝜓𝑀

ctg
Δ𝜗

2

]︃
−

−
√︀
1− 𝜀2

[︂(︂
𝑟𝑁
𝑟𝑀

+ 1

)︂(︂
ctg

Δ𝜗

2
− ctg𝜓𝑀

)︂
− 2 ctg

Δ𝜗

2

]︂}︂
.

Сопоставление уравнений (8) и (9) обнаруживает, что они, как и
указывалось в [2,4], различаются знаками больших полуосей и выра-
жения (1− 𝜀2), а также присутствием функции arctg в формуле для
эллиптических орбит и функции arth в формуле для орбит гипербо-
лических.

Необходимость смены знаков в выражениях для большой полу-
оси, для разности (1−𝜀2) под корнями в правой части уравнений (8) и
(9) и смены знака правой части уравнений при переходе от расчетов
для эллиптических орбит к расчетам для гипербол легко устраняет-
ся введением операции вычисления модуля для указанных элементов
уравнений. После этого различие между уравнениями (8) и (9) оста-
ется только в обратных функциях в их правых частях.

Величина эксцентриситета 𝜀 траектории перелета вычисляется
для обоих уравнений по единой формуле, приведенной в работе [7]:

𝜀 =

√︃
1 +

𝑘𝑀 (𝑘𝑀 − 2)

1 + ctg2 𝜓𝑀
,

откуда

√︀
|𝑒2 − 1| =

⃒⃒⃒⃒
𝑘𝑀 (𝑘𝑀 − 2)

1 + ctg2 𝜓𝑀

⃒⃒⃒⃒
.
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В итоге универсальная формула получает вид

(10) 𝑡𝑁 − 𝑡𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1
√
𝜇

⎡⎣⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑟𝑀
(1+ctg2 𝜓𝑀 ) tg Δ𝜗

2

ctg𝜓𝑀−ctgΔ𝜓𝑀
− 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎤⎦ 3

2

×

×
{︂√︀

|1− 𝜀2|
(︂(︂

𝑟𝑁
𝑟𝑀

+ 1

)︂(︂
ctg

Δ𝜗

2
− ctg𝜓𝑀

)︂
− 2 ctg

Δ𝜗

2

)︂
−

−2 ar

(︂
ctg

th

)︂[︃√︀
|1− 𝜀2|ctg𝜓𝑀 − ctgΔ𝜓𝑀

ctg Δ𝜗
2 − ctg𝜓𝑀

ctg
Δ𝜗

2

]︃}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

где в символе обратной функции в правой части уравнения верхнее
сочетание букв выбирается для эллиптических орбит, нижнее –– для
гиперболических орбит.

При выполнении расчетов на современных электронных вычис-
лительных машинах в универсальном уравнении действует для эл-
липтических орбит условие проверки и коррекции алгоритма расче-
тов, отмеченное в статье [6]: если при вычислениях появляется вели-
чина 𝐸𝑁 −𝐸𝑀 , меньшая нуля, то в правую часть уравнений (8)–(10)
следует добавить 2𝜋. В уравнениях (8) и (9) знак этой разности опре-
деляется и совпадает со знаком разности ctg Δ𝜗

2 − ctg𝜓𝑀 .

Заключение

Материал статьи является продолжением исследований, начатых
автором в работе [6]. Полученные результаты используются в ФГБУ
«Научно-исследовательский испытательный Центр подготовки кос-
монавтов имени Ю. А. Гагарина» для обучения космонавтов теории
перелетов.

Список литературы

[1] Субботин М. Ф. Курс небесной механики, Т. 1. М. : Гостехиздат, 1933. ––
323 c. ↑[]

[2] Субботин М. Ф. Введение в теоретическую астрономию. М. : Наука, 1968. ––
800 c. ↑[]

[3] Херрик С. Астродинамика, Т. 1. М. : Мир, 1976. –– 319 c. ↑[]
[4] Эльясберг П. Е. Введение в теорию полета искусственных спутников Земли.

М. : Наука, 1965. –– 537 c. ↑[]
[5] Бурдаев М. Н. Теория годографов в механике космического полета. М. : Ма-

шиностроение, 1975. –– 151 c. ↑[]



78 М. Н. Бурдаев

[6] Бурдаев М. Н. Применение метода годографов к расчету времени перелета
в центральном поле тяготения // Космические исследования, 2009. Т. 47,
№ 2, c. 204–208 ↑[]

[7] Беляков А. И. Графо-аналитический метод исследования движения косми-
ческих аппаратов. М. : Машиностроение, 1973. –– 148 c. ↑[]

Рекомендовал к публикации д.т.н. В.М. Хачумов

Об авторе:
Михаил Николаевич Бурдаев

Доктор технических наук, профессор, академик Академии
космонавтики, космонавт-испытатель, главный научный со-
трудник 57 отдела 5-го Научного управления ФГБУ «На-
учно-исследовательский испытательный Центр подготовки
космонавтов имени Ю. А. Гагарина».
e-mail: bmn@starcity.ru

Образец ссылки на эту публикацию:

М. Н. Бурдаев. Универсальное уравнение времени перелета между
двумя точками центрального поля тяготения // Программные системы:
теория и приложения : электрон. научн. журн. 2012. T. 3, № 3(12), с. 71–78.

URL: http://psta.psiras.ru/read/psta2012_3_71-78.pdf

M. N. Burdayev. The repositioning maneuver of artificial Earth satellite in a
circular orbit with the phasing coils trajectory.
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