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Неоднородный алгоритм интегрирования с
применением трехстадийных методов

Аннотация. На основе 𝐿-устойчивой схемы и явного метода типа Рунге–
Кутты третьего порядка точности построен комбинированный алгоритм
переменного шага, в котором выбор эффективной численной формулы осу-
ществляется на каждом шаге по устойчивости.
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Введение

В настоящее время основные тенденции при построении числен-
ных методов связаны с расширением их возможностей применитель-
но к системам все более высокой размерности [1, 2]. Для решения
жестких задач обычно используются 𝐿-устойчивые схемы, при ре-
ализации которых возникает необходимость решения линейных си-
стем алгебраических уравнений [1]. Это обычно выполняется с при-
менением 𝐿𝑈 -разложения некоторой матрицы, размерность которой
совпадает с размерностью исходной задачи. Декомпозиция матрицы
осуществляется с выбором главного элемента по строке или столбцу,
а иногда и по всей матрице. В случае большой размерности время де-
композиции фактически полностью определяет общие вычислитель-
ные затраты. Для повышения эффективности расчетов используются
алгоритмы, в которых одна матрица применяется на нескольких ша-
гах интегрирования [1,3]. Некоторым аналогом замораживания мат-
рицы Якоби является применение в расчетах алгоритмов интегриро-
вания на основе явных и 𝐿-устойчивых методов с автоматическим вы-
бором численной схемы [4]. В этом случае эффективность алгоритма
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может быть повышена за счет расчета переходного участка, соответ-
ствующего максимальному собственному числу матрицы Якоби, яв-
ным методом. В качестве критерия выбора эффективной численной
формулы естественно применять неравенство для контроля устойчи-
вости [2,5]. Здесь на основе явных методов типа Рунге–Кутты перво-
го и третьего порядков, а также 𝐿-устойчивого (3,2)-метода третьего
порядка точности построен алгоритм переменной структуры с авто-
матическим выбором численной схемы.

1. Класс (m,k)-методов

Ниже будет рассматриваться задача Коши вида

𝑦′ = 𝑓(𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘,(1)

где 𝑦 и 𝑓 – 𝑁 -мерные вектор-функции, 𝑡 – независимая переменная.
Пусть 𝑍 есть множество целых чисел, и заданы числа 𝑚, 𝑘 ∈ 𝑍, при-
чем 𝑘 ≤ 𝑚. Через 𝑀𝑚 обозначим множество чисел {𝑖 ∈ 𝑍| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚},
а через 𝑀𝑘, 𝑀𝑚−𝑘 и 𝐽𝑖, 1 < 𝑖 ≤ 𝑚, подмножества из 𝑀𝑚 вида

𝑀𝑘 = {𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑚|1 = 𝑚1 < 𝑚2, ....,𝑚𝑘 ≤ 𝑚}, 𝑀𝑚−𝑘 = 𝑀𝑚 ∖𝑀𝑘,

𝐽𝑖 = {𝑚𝑗−1 ∈ 𝑀𝑚|𝑗 > 1, 𝑚𝑗 ∈ 𝑀𝑘, 𝑚𝑗 ≤ 𝑖}, 1 < 𝑖 ≤ 𝑚.

Рассмотрим следующие численные схемы

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑝𝑖𝑘𝑖, 𝐷𝑛 = 𝐸 + 𝑎ℎ𝑓 ′
𝑛,

𝐷𝑛𝑘𝑖 = ℎ𝑓(𝑦𝑛 +
∑︀𝑖−1

𝑗=1 𝛽𝑖𝑗𝑘𝑗) +
∑︀

𝑗∈𝐽𝑖
𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗 +

+ℎ𝑓 ′
𝑛

∑︀𝑖−1
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑀𝑘,(2)

𝐷𝑛𝑘𝑖 = 𝑘𝑖−1 +
∑︀

𝑗∈𝐽𝑖
𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝑓 ′

𝑛

∑︀𝑖−1
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑀𝑚−𝑘,

где 𝑘𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, – стадии метода, 𝑎, 𝑝𝑖, 𝛼𝑖𝑗 , 𝛽𝑖𝑗 и 𝑐𝑖𝑗 – постоян-
ные коэффициенты, ℎ – шаг интегрирования, 𝐸 – единичная мат-
рица, 𝑓 ′

𝑛 = 𝜕𝑓(𝑦𝑛)/𝜕𝑦 – матрица Якоби системы (1), 𝑘 – количество
вычислений функции 𝑓 на шаге, 𝑚 – число стадий или количество
обратных ходов в методе Гаусса. На каждом шаге интегрирования
осуществляются одно вычисление матрицы Якоби и одна декомпо-
зиция матрицы 𝐷𝑛. Допускается аппроксимация матрицы Якоби 𝑓 ′

𝑛

матрицей 𝐴𝑛, представимой в виде 𝐴𝑛 = 𝑓 ′
𝑛 + ℎ𝐵𝑛 + 𝑂(ℎ2), где мат-

рица 𝐵𝑛 не зависит от величины шага интегрирования. Так как 𝑘 и
𝑚 полностью определяют затраты на шаг, а набор чисел 𝑚1, ...,𝑚𝑘

из множества 𝑀𝑘 только распределяет их внутри шага, то методы
типа (2) названы (𝑚, 𝑘)-методами.
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2. L-устойчивый (3,2)-метод

Рассмотрим численную формулу вида

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑝1𝑘1 + 𝑝2𝑘2 + 𝑝3𝑘3,

𝐷𝑛𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦𝑛), 𝐷𝑛𝑘2 = 𝑘1,(3)
𝐷𝑛𝑘3 = ℎ𝑓(𝑦𝑛 + 𝛽31𝑘1 + 𝛽32𝑘2) + 𝛼32𝑘2,

где матрица 𝐷𝑛 определена в (2). Разложим стадии 𝑘𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,
в ряды Тейлора по степеням ℎ и подставим в первую формулу (3),
получим ряд Тейлора для приближенного решения 𝑦𝑛+1. Полагая
𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛) и сравнивая ряды для точного 𝑦(𝑡𝑛+1) и приближенного
𝑦𝑛+1 решений до членов с ℎ3 включительно, получим условия тре-
тьего порядка точности схемы (3) вида

𝑝1 + 𝑝2 + (1 + 𝛼32)𝑝3 = 1,

𝑎𝑝1 + 2𝑎𝑝2 + (𝑎+ 𝛽31 + 𝛽32 + 3𝑎𝛼32)𝑝3 = 1/2,

𝑎2𝑝1 + 3𝑎2𝑝2 + (𝑎2 + 2𝑎𝛽31 + 3𝑎𝛽32 + 6𝑎2𝛼32)𝑝3 = 1/6,

(𝛽31 + 𝛽32)
2𝑝3 = 1/3.

Полагая параметры 𝑎, 𝛽31 и 𝛽32 свободными и исследуя данную си-
стему алгебраических уравнений на совместность, получим коэффи-
циенты численной формулы (3), то есть

𝑝1 = [𝛽2(18𝑎2 − 9𝑎+ 1) + 2𝑎(𝛽31 − 𝑎)]/[6𝑎2𝛽2],

𝑝2 = [𝛽2(15𝑎− 18𝑎2 − 2) + 2𝑎(𝛽32 − 𝛽31)]/[6𝑎
2𝛽2],

𝑝3 = 1/[3𝛽2], 𝛼32 = 0, 5[𝛽2(6𝑎2 − 6𝑎+ 1)− 2𝑎𝛽32]/𝑎
2.

Здесь 𝛽 = 𝛽31 + 𝛽32. Исследуем устойчивость (3). Применяя ее для
решения задачи 𝑦′ = 𝜆𝑦, 𝑦(0) = 𝑦0, ℜ(𝜆) < 0, получим 𝑦𝑛+1 = 𝑄(𝑧)𝑦𝑛,
𝑧 = ℎ𝜆, где функция устойчивости 𝑄(𝑧) записывается в виде

𝑄(𝑧) = [𝑎2(𝑝1 + 𝑝3)− 𝑎𝛽31𝑝3 − 𝑎3]𝑧3/(1− 𝑎𝑧)3 +

+[3𝑎2 − 𝑎(2𝑝1 + 𝑝2) + (𝛽31 + 𝛽32 − 2𝑎)𝑝3]𝑧
2/(1− 𝑎𝑧)3 +

{[𝑝1 + 𝑝2 − 3𝑎+ (1 + 𝛼32)𝑝3]𝑧 + 1}/(1− 𝑎𝑧)3.

Из вида 𝑄(𝑧) следует, что для 𝐿-устойчивости (3) необходимо вы-
полнение соотношения 𝑎2 − 𝑎(𝑝1 + 𝑝3) + 𝛽31𝑝3 = 0. Подставляя сюда
коэффициенты 𝑝𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, получим кубическое уравнение относи-
тельно параметра 𝑎, которое имеет вид

6𝑎3 − 18𝑎2 + 9𝑎− 1 = 0.
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Сравнивая представление приближенного и точного решений до чле-
нов с ℎ4, видим, что слагаемые с дифференциалами 𝑓 ′′′𝑓3 и 𝑓 ′′𝑓 ′𝑓2

в главном члене локальной ошибки будут отсутствовать, если

(𝛽31 + 𝛽32)
3𝑝3 =

1

4
, 𝑎(𝛽31 + 𝛽32)(𝛽31 + 2𝛽32)𝑝3 =

1

24
.

В результате получим набор коэффициентов

𝑝1 = [130𝑎2 − 33𝑎+ 6]/[54𝑎2], 𝑝2 = [21𝑎− 54𝑎2 − 4]/[18𝑎2],

𝑝3 = 16/27, 𝛽31 = [48𝑎− 3]/[32𝑎],

𝛽32 = [3− 24𝑎]/[32𝑎], 𝛼32 = [54𝑎2 − 30𝑎+ 6]/[32𝑎2],

при которых локальная ошибка 𝛿𝑛,3 схемы (3) имеет вид

𝛿𝑛,3 = ℎ4
[︀
(1− 12𝑎+ 36𝑎2 − 24𝑎3)𝑓 ′3𝑓 + (1− 4𝑎)𝑓 ′𝑓 ′′𝑓2

]︀
/24 +𝑂(ℎ5),

где значение 𝑎 определяется из уравнения 𝐿-устойчивости 6𝑎3−18𝑎2+
9𝑎 − 1 = 0, которое имеет три корня: 𝑎1 = 2, 40514957850286, 𝑎2 =
0, 158983899988677 и 𝑎3 = 0, 435866521508459. Согласно [6] схема (3)
будет 𝐴-устойчивой, если параметр 𝑎 удовлетворяет неравенству 1/3 ≤
𝑎 ≤ 1, 0685790, поэтому выбираем корень 𝑎 = 𝑎3. В результате имеем
следующий комплект коэффициентов

𝑝1 = 0, 15902052285216 · 101, 𝑝2 = −0, 14930556622438 · 101,
𝑝3 = 0, 59259259259259, 𝛽31 = 0, 12849112162238 · 101,
𝛽32 = −0, 53491121622384, 𝛼32 = 0, 52356010690630.

Обычно расчеты жестких задач осуществляются с двойной точно-
стью, поэтому данные параметры приведены с четырнадцатью зна-
чащими цифрами. В жестких задачах поведение локальной ошибки
определяется элементарным дифференциалом 𝑓 ′3𝑓, поэтому при по-
строении оценки аналога глобальной ошибки будем учитывать только
первое слагаемое в локальной ошибке [7]. Для контроля точности вы-
числений используем идею вложенных методов. Для этого рассмот-
рим двухстадийный метод (2) следующего вида

𝑦𝑛+1,1 = 𝑦𝑛 + 𝑏1𝑘1 + 𝑏2𝑘2, 𝐷𝑛𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦𝑛), 𝐷𝑛𝑘2 = 𝑘1,

где приближение 𝑦𝑛 вычислено по формуле (3). Отметим, что в этой
численной схеме применяются стадии метода (3), и поэтому ее ис-
пользование практически не приводит к увеличению вычислитель-
ных затрат. Нетрудно видеть, что при значениях коэффициентов 𝑏1 =
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0.5(4𝑎−1)/𝑎 и 𝑏2 = 0.5(1−2𝑎)/𝑎 эта схема имеет второй порядок точ-
ности, а ее локальная ошибка 𝛿𝑛,2 имеет вид

𝛿𝑛,2 = (6𝑎2 − 6𝑎+ 1)ℎ3𝑓 ′2𝑓/6 +𝑂(ℎ4).

Тогда в неравенстве для контроля точности можно применять оценку
ошибки 𝜀𝑛(𝑗𝑛) вида

𝜀𝑛(𝑗𝑛) = 𝑐 ·𝐷1−𝑗𝑛
𝑛 (𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1,1),

𝑐 = [1− 12𝑎+ 36𝑎2 − 24𝑎3]/[4(6𝑎2 − 6𝑎+ 1)],

где 1 ≤ 𝑗𝑛 ≤ 2. При 𝑗𝑛 = 1 оценка 𝜀𝑛(𝑗𝑛) будет 𝐴-устойчивой, а при
𝑗𝑛 = 2 – 𝐿-устойчивой. Теперь неравенство для контроля точности
имеет вид [7]

||𝐷1−𝑗𝑛
𝑛 (𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1,1)|| ≤ 𝑐𝜀,

где 𝑐 = |24𝑎2 − 24𝑎+ 4|/|1− 12𝑎+ 36𝑎2 − 24𝑎3| ≈ 3, || · || – некоторая
норма в 𝑅𝑁 , 𝜀 – требуемая точность интегрирования, а значение пара-
метра 𝑗𝑛 выбирается наименьшим, при котором выполняется данное
неравенство. В смысле главного члена оценки 𝜀𝑛(1) и 𝜀𝑛(2) совпада-
ют. Данное неравенство при 𝑗𝑛 = 2 проверяется редко, в основном при
резком увеличении шага интегрирования, и поэтому к существенно-
му росту вычислительных затрат не приводит. Применение данного
неравенства при 𝑗𝑛 = 2 позволяет избежать некоторых неоправдан-
ных возвратов и повысить эффективность расчетов.

Оценку максимального собственного числа 𝑤𝑛,0 = ℎ𝜆𝑛,max матри-
цы Якоби системы (1), необходимую для перехода на явную формулу,
оценим через ее норму по формуле 𝑤𝑛,0 = ℎ||𝜕𝑓/𝜕𝑦||. Ниже данная
оценка будет применяться для перехода на явный метод.

3. Явный метод третьего порядка

Теперь для численного решения задачи (1) рассмотрим явный
трехстадийный метод типа Рунге–Кутта вида

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑝1𝑘1 + 𝑝2𝑘2 + 𝑝3𝑘3,

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦𝑛), 𝑘2 = ℎ𝑓(𝑦𝑛 + 𝛽21𝑘1),(4)

𝑘3 = ℎ𝑓(𝑦𝑛 + 𝛽31𝑘1) + 𝛽32𝑘2)).
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Далее для сокращения выкладок будем рассматривать задачу (1),
однако построенные ниже методы можно применять для решения
неавтономных задач. Разложим стадии 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘3 в ряды Тейло-
ра и подставим в первую формулу (4). Получим ряд Тейлора для
приближенного решения 𝑦𝑛+1. Полагая 𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛) и сравнивая ряды
для точного 𝑦(𝑡𝑛+1) и приближенного 𝑦𝑛+1 решений до членов с ℎ3,
получим условия третьего порядка точности схемы (4), то есть

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 = 1, 𝛽21𝑝2 + (𝛽31 + 𝛽32)𝑝3 = 1
2 ,

𝛽2
21𝑝2 + (𝛽31 + 𝛽32)

2𝑝3 = 1
3 , 𝛽21𝛽32𝑝3 = 1

6 .

Положим 𝛽21 = 1/2 и 𝛽31 + 𝛽32 = 1. Тогда на каждом шаге прира-
щения 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘3 вычисляются в точках 𝑡𝑛, 𝑡𝑛 + ℎ/2 и 𝑡𝑛 + ℎ со-
ответственно. Такое распределение точек 𝑡𝑖 приводит к повышению
надежности расчетов. В результате имеем коэффициенты

𝛽21 = 1/2, 𝛽31 = −1, 𝛽32 = 2, 𝑝1 = 𝑝3 = 1/6, 𝑝2 = 2/3,

при которых локальная ошибка 𝛿𝑛,3 схемы (4) имеет вид

𝛿𝑛,3 = ℎ4
[︀
3𝑓 ′3𝑓 − 3𝑓 ′′𝑓 ′𝑓2 − 𝑓 ′′′𝑓

]︀
/72 +𝑂(ℎ5).

Неравенство для контроля точности вычислений метода третьего по-
рядка построим с использованием идеи вложенных методов. Для это-
го рассмотрим вспомогательную схему 𝑦𝑛+1,1 = 𝑦𝑛+𝑟1𝑘1+𝑟2𝑘2, где 𝑘1
и 𝑘2 определены в (4). Требование второго порядка приводит к ко-
эффициентам 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 1. Тогда оценку аналога глобальной
ошибки 𝜀𝑛,3 метода третьего порядка можно оценить по формуле
𝜀𝑛,3 = ||𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1,1|| = ||𝑘1 − 2𝑘2 + 𝑘3|| [7], а неравенство для кон-
троля точности вычислений имеет вид 𝜀𝑛,3 ≤ 𝜀, где || · || – некоторая
норма в 𝑅𝑁 , 𝜀 – требуемая точность интегрирования.

Неравенство для контроля устойчивости численной формулы (4)
построим предложенным в [1,5] способом. Запишем стадии 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘3
применительно к задаче 𝑦′ = 𝐴𝑦, где 𝐴 есть матрица с постоянными
коэффициентами. В результате получим

𝑘1 = 𝑋𝑦𝑛, 𝑘2 =
[︀
𝑋 + 0, 5𝑋2

]︀
𝑦𝑛, 𝑘3 =

[︀
𝑋 +𝑋2 +𝑋3

]︀
𝑦𝑛,

где 𝑋 = ℎ𝐴. Легко видеть, что имеют место равенства

𝑘1 − 2𝑘2 + 𝑘3 = 𝑋3𝑦𝑛, 2(𝑘2 − 𝑘1) = 𝑋2𝑦𝑛.
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Тогда согласно [2] оценку максимального собственного числа 𝑤𝑛,3 =
ℎ𝑛,max матрицы Якоби системы (1) можно вычислить по формуле

𝑤𝑛,3 = 0.5max1≤𝑖≤𝑁

{︁
|(𝑘1 − 2𝑘2 + 𝑘3)𝑖|/|𝑘2 − 𝑘1)𝑖|

}︁
.

Интервал устойчивости численной схемы (4) приблизительно ра-
вен 2.5. Поэтому для ее контроля устойчивости можно применять
неравенство 𝑤𝑛,3 ≤ 2.5. Полученная оценка является грубой, потому
что вовсе не обязательно максимальное собственное число сильно от-
делено от остальных, в степенном методе применяется мало итераций
и дополнительные искажения вносит нелинейность задачи (1). Поэто-
му здесь контроль устойчивости используется как ограничитель на
размер шага интегрирования.

Прогнозируемый шаг ℎ𝑛+1 по точности и устойчивости будем вы-
числять следующим образом. Новый шаг ℎ𝑎𝑐 по точности определим
по формуле ℎ𝑎𝑐 = 𝑞1ℎ𝑛, где ℎ𝑛 есть последний успешный шаг ин-
тегрирования, а 𝑞1, учитывая соотношение 𝜀𝑛,3 = 𝑂(ℎ3

𝑛), задается
уравнением 𝑞31𝜀𝑛,3 = 𝜀. Шаг ℎ𝑠𝑡 по устойчивости зададим формулой
ℎ𝑠𝑡 = 𝑞2ℎ𝑛, где 𝑞2, учитывая равенство 𝑤𝑛,3 = 𝑂(ℎ𝑛), определяется
из уравнения 𝑞2𝑤𝑛,3 = 2.5. В результате прогнозируемый шаг ℎ𝑛+1

вычисляется по формуле

ℎ𝑛+1 = max[ℎ𝑛,min(ℎ𝑎𝑐, ℎ𝑠𝑡)].

Отметим, что данная формула применяется для прогноза величи-
ны шага интегрирования ℎ𝑛+1 после успешного вычисления реше-
ния c предыдущим шагом ℎ𝑛, и поэтому она фактически не приво-
дит к увеличению вычислительных затрат. Если шаг по устойчиво-
сти меньше последнего успешного, то он уменьшен не будет, потому
что причиной этого может быть грубость оценки максимального соб-
ственного числа. Однако шаг не будет и увеличен, потому что не ис-
ключена возможность неустойчивости численной схемы. Если шаг по
устойчивости должен быть уменьшен, то в качестве следующего ша-
га будет применяться последний успешный шаг ℎ𝑛. Данная формула
позволяет стабилизировать поведение шага на участке установления
решения, где определяющую роль играет устойчивость. Собственно
говоря, именно наличие данного участка существенно ограничива-
ет возможности применения явных методов для решения жестких
задач. Из анализа результатов расчетов жестких тестовых приме-
ров [1] следует примерно полуторакратное повышение эффективно-
сти за счет дополнительного контроля устойчивости. Кроме того,
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фактическая точность вычисления решения существенно выше за-
даваемой. Это естественно, потому что на участке установления но-
вые ошибки невелики за счет малости производной решения, а ста-
рые подавляются за счет контроля устойчивости. В такой ситуации
предпочтительно проводить вычисления по методу низкого порядка
точности, но с более широкой областью устойчивости.

4. Явный метод первого порядка

Для численного решения задачи (1) рассмотрим схему

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑟1𝑘1 + 𝑟2𝑘2 + 𝑟3𝑘3,(5)

где стадии 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘3 заданы при описании метода третьего порядка
точности. Построим менее точную схему с максимальным интервалом
устойчивости. Применяя (5) для решения задачи 𝑦′ = 𝜆𝑦, 𝑦(0) = 𝑦0,

ℜ(𝜆) < 0, получим 𝑦𝑛+1 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛, 𝑥 = ℎ𝜆, где функция устойчивости
𝑄(𝑥) записывается в виде

𝑄(𝑥) = 1 + (𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3)𝑥+ [ 12𝑟2 + 𝑟3]𝑥
2 + 𝑟3𝑥

3.

Требование первого порядка приводит к соотношению 𝑟1 + 𝑟2 +

𝑟3 = 1, которое ниже будем считать выполненным. Теперь выберем 𝑟2
и 𝑟3 таким образом, чтобы метод (5) имел максимальный интервал
устойчивости. Для этого рассмотрим многочлен Чебышева 𝑇3(𝑧) =

4𝑧3−3𝑧 на промежутке [−1, 1]. Проведем замену переменных, полагая
𝑧 = 1− 2𝑥/𝛾. Получим

𝑇3(𝑥) = 1− 18𝑥/𝛾 + 48𝑥2/𝛾2 − 32𝑥3/𝛾3,

при этом отрезок [𝛾, 0] отображается на отрезок [−1, 1]. Нетрудно по-
казать [2], что среди всех многочленов вида 𝑃3(𝑥) = 1+𝑥+𝑐2𝑥

2+𝑐3𝑥
3

для 𝑇3(𝑥) неравенство |𝑇3(𝑥)| ≤ 1 выполняется на максимальном ин-
тервале [𝛾, 0], 𝛾 = −18. Потребуем совпадения коэффициентов 𝑄(𝑥)

и 𝑇3(𝑥) при 𝛾 = −18. Это приводит к соотношениям

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 = 1, 𝑟2/2 + 𝑟3 = 4/27, 𝑟3 = 4/729.

В результате имеем коэффициенты

𝑟1 = 517/729, 𝑟2 = 208/729, 𝑟3 = 4/729
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метода первого порядка точности с максимальным интервалом устой-
чивости, локальная ошибка 𝛿𝑛,1 которого имеет вид 𝛿𝑛,1 = 19ℎ2𝑓 ′𝑓/27+
𝑂(ℎ3). Для контроля точности численной формулы первого поряд-
ка будем использовать оценку локальной ошибки. Учитывая вид ло-
кальной ошибки и то, что 𝑘2 − 𝑘1 = 0.5ℎ2𝑓 ′

𝑛𝑓𝑛 + 𝑂(ℎ3), неравенство
для контроля точности записывается в виде

38||𝑘2 − 𝑘1||/27 ≤ 𝜀,

где || · || – некоторая норма в 𝑅𝑁 , 𝜀 – требуемая точность расчетов.
Интервал устойчивости численной схемы (5) первого порядка точ-
ности равен 18 [8]. Поэтому для ее контроля устойчивости можно
применять неравенство 𝑤𝑛,3 ≤ 18.

5. Алгоритм переменной конфигурации

На основе построенных явных методов первого и третьего поряд-
ков точности легко сформулировать алгоритм переменного порядка и
шага. Расчеты всегда начинаются методом третьего порядка как бо-
лее точным. Переход на схему первого порядка осуществляется при
нарушении неравенства 𝑤𝑛,3 ≤ 2.5, а обратный переход на метод тре-
тьего порядка происходит в случае выполнения данного неравенства.
При расчетах по методу первого порядка наряду с точностью контро-
лируется устойчивость. В случае использования схемы (3) форму-
лировка алгоритма интегрирования также не вызывает трудностей.
Нарушение неравенства 𝑤𝑛,3 ≤ 18 вызывает переход на схему (3),
а выполнение неравенства 𝑤𝑛,0 ≤ 18, где оценка 𝑤𝑛,0 вычислена че-
рез норму матрицы Якоби, вызывает переход на явные методы.

Заключение

В построенном алгоритме RKMK3 с помощью признака можно
задавать различные режимы расчета: 1) явными методами перво-
го или третьего порядков точности с контролем или без контроля
устойчивости; 2) явными методами с переменным порядком и шагом;
3) 𝐿-устойчивым методом; 4) с автоматическим выбором численной
схемы. Все это позволяет применять данный алгоритм для решения
как жестких, так и нежестких задач. При расчетах с автоматическим
выбором численной схемы вопрос о том, является ли задача жесткой
или нет, перекладывается на алгоритм интегрирования.
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E. A. Novikov. HETEROGENEOUS INTEGRATION ALGORITHM OF
BASED THREE-STAGES METHODS.

Abstract. An 𝐿-stable method and an explicit Runge–Kutta type scheme are constructed,
both schemes of order three. The most effective numerical scheme is chosen for each step
by means of stability control inequality.
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