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Методы решения задач оптимального управления
непрерывно-дискретными системами и их связь

с необходимыми условиями оптимальности

Аннотация. В работе рассматривается один из частных классов непре-
рывно-дискретных систем, где закон переключения между непрерывны-
ми подсистемами задается в форме управляемых разностных уравнений,
причем моменты переключения не фиксированы. Дискретная переменная
в этом случае может рассматриваться и как управление (тогда дискрет-
ная цепочка — это смешанное ограничение), и как фазовая переменная
(кусочно-постоянная). В работе рассматривается переход к другим поста-
новкам и связь разработанных ранее алгоритмов с известными необходи-
мыми условиями.
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Введение

В последнее время наблюдается большой интерес к различным
непрерывно-дискретным процессам, и это не случайно, ведь они
часто встречаются в прикладных задачах из области автомоби-
лестроения, авиастроения, робототехники и т. д. [1–3]. В работе
рассматривается один из частных классов непрерывно-дискретных
систем. Эти системы названы логико-динамическими в работах [4,5].
По сути, это математические модели многорежимных систем автома-
тического управления технологическими процессами и движущимися
объектами. Дискретная компонента здесь — это кусочно-постоянная
функция с конечным числом точек разрыва. Динамика системы опи-
сывается системой дифференциальных уравнений с переключением
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(дискретная переменная — параметр переключения). Переключе-
ния дискретной компоненты описаны в виде автомата с памятью.
Для такой системы ставится задача оптимального управления, где
рассматривается функционал, дополненный суммой, которая накап-
ливает «плату» за переключения дискретной части. Рассматриваемая
задача имеет два существенных отличия от классической задачи
оптимального управления. Во-первых, в правых частях дифференци-
альных уравнений и функционале помимо непрерывных переменных
имеются дискретные, во-вторых, дискретные переменные могут из-
менять свое значение в конечном числе точек по времени, и это
число может быть зафиксировано.

Стоит отметить, что решить аналитически подобные задачи
весьма непросто, особенно если речь идет о прикладных задачах.
Поэтому актуален вопрос построения численных методов решения
предложенной задачи. В работах [6–9] предложены такие алгоритмы,
но, к сожалению, в них нет исследования связи с необходимыми
условиями оптимальности (в частности с гибридным принципом
максимума). Данная работа содержит некоторые соображения в
этом направлении.

1. Постановка задачи

На фиксированном отрезке времени 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] определена
система вида

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡)),(1)
𝑦(𝑡) ∈ 𝑌 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)),(2)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇,(3)
𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑦(𝑡0 − 0) = 𝑦0.(4)

Здесь 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 — непрерывная и кусочно дифференцируемая
на 𝑇 , 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 — кусочно непрерывная на 𝑇 , 𝑦(𝑡) ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑟

— кусочно-постоянная, непрерывная справа с конечным числом
точек разрыва, 𝑦(𝑡− 0) — предыдущее состояние логической части
логико-динамической системы, 𝑌 : 𝑇 × 𝑅𝑛 × Ω → 2Ω описывает
логику дискретных переходов, Ω — конечное множество состояний
дискретной компоненты, множество 𝑈 ⊂ 𝑅𝑛 компактно, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)
кусочно непрерывна по 𝑡, непрерывна по 𝑥 и 𝑢 для каждого 𝑦 ∈ Ω.
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Рассматривается задача оптимального управления:

(5) 𝐼(𝑥(·), 𝑦(·), 𝑢(·)) = 𝐹 (𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡1))+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑓0(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡+

+
∑︁

𝜏∈𝐴(𝑦)

𝑔0(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏 − 0)) −→ min

при ограничениях (1)–(4). Здесь функция 𝐹 непрерывна по 𝑥,
𝑓0 кусочно непрерывна по 𝑡 и непрерывна по (𝑥, 𝑢), 𝑔0 — ограничена
и непрерывна по 𝑥, 𝐴(𝑦) – конечное множество переключений 𝑦(𝑡).

Заметим, что моменты переключения дискретной компоненты не
фиксированы, а переключения между непрерывными подсистемами
описаны некоторыми разностными уравнениями. В таких задачах
дискретная переменная может трактоваться и как фазовая компо-
нента (кусочно-постоянная траектория), и как управление, а сама
дискретная цепочка — как смешанное ограничение.

2. Условия оптимальности

Необходимые условия оптимальности для систем, аналогичных
логико-динамическим, можно найти в работах Дмитрука А. В., Clar-
ke F. H. и других [10–15]. Поставленная в работе задача сводится
к задачам из упомянутых работ в случае, когда отображение
𝑌 (𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡 − 0)) можно представить в виде ограничений в форме
равенств и неравенств. В этом случае на отрезках, где дискретная
переменная постоянна, с ней работают как с фазовой (она дополняет
непрерывную траекторию 𝑥), а в точках переключения требуется
выполнение фазовых ограничений. Такая постановка полностью
соответствует постановкам из работ [10,11].

Предположим, что ограничение (2) можно переписать в виде
равенств и неравенств. В данной работе рассмотрим простейший
случай, когда поставленная задача сводится к гладкой задаче, тогда
можно применить принцип максимума для задач оптимального
управления с промежуточными ограничениями [15].

Сведем рассматриваемую задачу к задаче с промежуточными
ограничениями следующего типа:

(6)

𝑥 = 𝑓𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈𝑘, для 𝑡 ∈ Δ𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝜈,

𝜂𝑗(𝑏) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑞,

𝜑𝑖(𝑏) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝐽 = 𝜙0(𝑏) → min,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
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где

𝑏 = ((𝑡0, 𝑥(𝑡0)), (𝑡1, 𝑥(𝑡1 − 0), 𝑥(𝑡1 + 0)), . . .

. . . , (𝑡𝜈−1, 𝑥(𝑡𝜈−1 − 0), 𝑥(𝑡𝜈−1 + 0)), (𝑡𝜈 , 𝑥(𝑡𝜈)));

Δ𝑘 = [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘], 𝑘 = 1, . . . , 𝜈; точки 𝑡𝑘 не фиксированы; каждая
функция 𝑓𝑘 непрерывна и имеет непрерывные по совокупности
аргументов частные производные по 𝑥 и 𝑡 на Δ𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝜈);
𝜂𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑞) и 𝜑𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) непрерывно дифференцируемы.
Обозначим эту задачу через А.

Перепишем ограничение (2) в виде:

𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)) = 0,

ℎ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)) ≤ 0,

где 𝑘 и ℎ гладкие функции. Пусть точки 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝜈 — точки
разрыва 𝑦 (заметим, что 𝑡1 из исходной постановки совпадает с
𝑡𝜈 из задачи А). Введем дискретную составляющую 𝑦 в фазовые
переменные. Так как на Δ𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝜈) 𝑦 константа, то система
дифференциальных уравнений дополнится уравнением �̇� = 0. При-
ведем функционал из исходной постановки к терминальному виду с
помощью дополнительной переменной (к системе дифференциаль-
ных уравнений добавляется еще одно уравнение: �̇� = 𝑓0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)).
Таким образом, исходная задача (1)–(5) примет вид:

(7)

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦𝑘, 𝑢),

𝑦𝑘 = 0,

�̇� = 𝑓0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢),

𝑢 ∈ 𝑈,

для 𝑡 ∈ Δ𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝜈

𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)) = 0,

ℎ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)) ≤ 0,

𝜙0(𝑝) = 𝐹 (𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈)) +
𝜈∑︀

𝑘=1

(𝑧(𝑡𝑘 − 0)− 𝑧(𝑡𝑘−1)+

+𝑔0(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦𝑘, 𝑦𝑘−1)) → min .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Такая задача полностью укладывается в постановку вида (6).
Применив к задаче (7) принцип максимума [15], получим соот-

ношения:
(𝛼, 𝛽) ̸= (0, 0);

𝛼0𝜙0(𝑝) = 0, 𝛼0 ≥ 0;
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𝛼1ℎ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)) = 0, 𝛼1 ≥ 0;

𝜓1(𝑡) = −𝜓1(𝑡)𝑓𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢),(8)

𝜓2(𝑡) = 0,(9)

𝜓3(𝑡) = −𝑓0𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝜓3(𝑡),(10)

𝜓4(𝑡) = −𝜓1(𝑡)𝑓𝑡(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)− 𝜓3(𝑡)𝑓0𝑡 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢);(11)

𝜓1(𝑡0) = 𝛼0𝑔
0
𝑥(𝑡0, 𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0), 𝑦0) + 𝛽𝜂𝑥(𝑡0)(𝑝),

𝜓2(𝑡0) = 𝛼0𝑔
0
𝑦(𝑡0, 𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0), 𝑦0) + 𝛽𝜂𝑦(𝑡0)(𝑝),

𝜓3(𝑡0) = −𝛼0,

𝜓4(𝑡0) = 𝛼0𝑔
0
𝑡 (𝑡0, 𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0), 𝑦0),

𝜓1(𝑡𝜈) = −𝛼0𝐹𝑥(𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈))− 𝛼0𝑔
0
𝑥(𝑡𝜈 , 𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈 − 0))− 𝛽𝜂𝑥(𝑡𝜈)(𝑝),

𝜓2(𝑡𝜈) = −𝛼0𝐹𝑦(𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈))− 𝛼0𝑔
0
𝑦(𝑡𝜈 , 𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈 − 0))− 𝛽𝜂𝑦(𝑡𝜈)(𝑝),

𝜓3(𝑡𝜈) = 𝛼0,

𝜓4(𝑡𝜈) = −𝛼0𝑔
0
𝑡 (𝑡𝜈 , 𝑥(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈), 𝑦(𝑡𝜈 − 0));

𝜓1(𝑡𝑘 + 0) = 𝛼0𝑔
0
𝑥(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘 − 0)) + 𝛽𝜂𝑥(𝑡𝑘+0)(𝑝),

𝜓1(𝑡𝑘 − 0) = −𝛼0𝑔
0
𝑥(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘 − 0)) + 𝛽𝜂𝑥(𝑡𝑘−0)(𝑝),

𝜓2(𝑡𝑘 + 0) = 𝛼0𝑔
0
𝑦(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘 − 0)) + 𝛽𝜂𝑦(𝑡𝑘+0)(𝑝),

𝜓2(𝑡𝑘 − 0) = −𝛼0𝑔
0
𝑦(𝑡−0)(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘 − 0)) + 𝛽𝜂𝑦(𝑡𝑘−0)(𝑝),

𝜓3(𝑡𝑘 + 0) = 𝛼0,

𝜓3(𝑡𝑘 − 0) = −𝛼0,

Δ𝜓4(𝑡𝑘) = 𝛼0𝑔
0
𝑡 (𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘 − 0));

для почти всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝜈 ]

𝜓1𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) + 𝜓3𝑓0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) + 𝜓4 = 0;

для всех 𝑡 ∈ Δ𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝜈)

max
𝑢∈𝑈

(𝜓1𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) + 𝜓3𝑓0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) + 𝜓4) = 0.
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3. Алгоритм и его связь с гибридным принципом максимума

В работах [6–9] получены алгоритмы для решения рассматри-
ваемого класса задач, приведем здесь один из них.

Алгоритм

1. Задаются 𝑢𝐼(·), 𝑦𝐼(·) и из системы (1) с начальным условием
𝑥(𝑡0) = 𝑥0 находится 𝑥𝐼(·). Тогда 𝜐𝐼(·) = (𝑥𝐼(·), 𝑦𝐼(·), 𝑢𝐼(·)).

2. Задаются 𝜉 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝛼 ∈ (0, 1] и вычисляется значение функци-
онала 𝐼𝜉,𝑡1𝛼 на элементе 𝜐𝐼(·).

3. Функция 𝜓(𝑡, 𝑦) находится из системы

𝜓𝑡 + 𝜎(ℋ𝛼
𝑝 (𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓)− �̇�𝐼(𝑡))−ℋ𝛼
𝑥 (𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓) = 0,(12)

𝜎𝑡 + 𝜎ℋ𝛼
𝑝𝑥(𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓) +ℋ𝛼
𝑥𝑝(𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓)𝜎+

+ℋ𝛼
𝑥𝑥(𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓) + 𝜎ℋ𝛼
𝑝𝑝(𝑡, 𝑥

𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜓)𝜎 − (1− 𝛼)𝐸 = 0,

𝜓(𝑡1, 𝑦(𝑡1)) = −𝛼𝐹𝑥(𝑥
𝐼(𝑡1), 𝑦(𝑡1)),

𝜎(𝑡1, 𝑦(𝑡1)) = −𝛼𝐹𝑥𝑥(𝑥
𝐼(𝑡1), 𝑦(𝑡1))− (1− 𝛼)𝐸,

𝜓(𝑡, 𝑦(𝑡))− 𝜓(𝑡− 0, 𝑦(𝑡− 0)) = 𝛼𝑔0𝑥(𝑡, 𝑥
𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)),

𝜎(𝑡, 𝑦(𝑡))− 𝜎(𝑡− 0, 𝑦(𝑡− 0)) = 𝛼𝑔0𝑥𝑥(𝑡, 𝑥
𝐼(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 0)),(13)

где 𝐸 – единичная матрица размерности 𝑛 × 𝑛. Эта система
решается на интервале [𝜉, 𝑡1] для каждого 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 0) ∈ Ω,
𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1].

4. Решается задача

(14) ^𝑦(𝑡) = arg max
𝑦(𝑡)∈Ω̃

𝐻𝛼(𝑡, 𝑥𝐼 , 𝑦, 𝜓(𝑡, 𝑦), 𝑢𝐼), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1]

где

Ω̃ = {𝑦(𝑡) ∈ Ω :
∑︁

𝜏∈𝐴(𝑦)

𝑄(𝜏, 𝑥𝐼(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏 − 0)) ≤

≤
∑︁

𝜏∈𝐴(𝑦𝐼)

𝑄(𝜏, 𝑥𝐼(𝜏), 𝑦𝐼(𝜏), 𝑦𝐼(𝜏 − 0)),

𝐺(𝑥𝐼(𝑡1), 𝑦(𝑡1)) ≤ 𝐺(𝑥𝐼(𝑡1), 𝑦
𝐼(𝑡1))},

𝐴(𝑦) и 𝐴(𝑦𝐼) — множества точек разрыва функций 𝑦(𝑡) и 𝑦𝐼(𝑡)

соответственно. Находится �̂�(𝑡, 𝑥) = �̃�(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡)), где �̃�(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

argmax𝑢∈𝑈 𝐻
𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜙𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑦)).
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5. На [𝜉, 𝑡1] интегрируется система �̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), �̂�(𝑡, 𝑥)), 𝑥(𝜉) =
𝑥𝐼(𝜉 − 0), таким образом находится функция �̂�(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1].

6. Новые траектории 𝑥𝐼𝐼(·), 𝑦𝐼𝐼(·) задаются как

𝑥𝐼𝐼(𝑡) =

{︂
𝑥𝐼(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜉),

�̂�(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1],
𝑦𝐼𝐼(𝑡) =

{︂
𝑦𝐼(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜉),

𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1],

и соответствующее управление

𝑢𝐼𝐼(𝑡) =

{︂
𝑢𝐼(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜉),

�̂�(𝑡, �̂�(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝜉, 𝑡1].

7. Вычисляем значение 𝐼𝜉,𝑡1𝛼 (𝑥𝐼𝐼(·), 𝑦𝐼𝐼(·), 𝑢𝐼𝐼(·)), и если 𝐼𝜉,𝑡1𝛼 (𝑥𝐼𝐼(·),
𝑦𝐼𝐼(·), 𝑢𝐼𝐼(·)) < 𝐼𝜉,𝑡1𝛼 (𝑥𝐼(·), 𝑦𝐼(·), 𝑢𝐼(·)), то 𝜐𝐼(·) = (𝑥𝐼𝐼(·), 𝑦𝐼𝐼(·),
𝑢𝐼𝐼(·)) и 𝜉 смещается влево.

Заметим, что соотношения алгоритма соответствуют соотно-
шениям принципа максимума, приведенным выше. Действительно,
система (12)–(13) — это условие (8)–(11) с учетом введения дискрет-
ной компоненты в фазовые переменные; а задача (14) определяет
остальные условия, если выписать для ее решения принцип множите-
лей Лагранжа. Таким образом, справедлива теорема о неулучшаемом
элементе.

Теорема Пусть 𝜐𝐼(·) = (𝑥𝐼(·), 𝑦𝐼(·), 𝑢𝐼(·)) — допустимый управ-
ляемый процесс, 𝐹 (𝑥, 𝑦) – непрерывна и дважды дифференцируема
по 𝑥, ℋ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑝) — непрерывна и непрерывно-дифференцируема два-
жды по 𝑥 и 𝑝. Тогда, если функция 𝜙, определяемая условиями
(12)–(13) такова, что процесс (𝑥𝐼(𝑡), 𝑦𝐼(𝑡), 𝑢𝐼(𝑡)) не удовлетворяет
условиям принципа максимума, то алгоритм определяет новый
допустимый процесс, такой, что 𝐼(𝜐𝐼𝐼(·)) < 𝐼(𝜐(·)).
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