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Аннотация. Предлагается один из подходов к построению математиче-
ской модели сложной динамической системы из класса моделей линейных
по управлению, для которых характерны магистральные оптимальные ре-
шения, получаемые методами теории вырожденных задач. Приближенные
магистральные решения используются в качестве первого приближения
в многоэтапной процедуре уточнения, как самой модели, так и решения
оптимизационной задачи. Эффективность такого подхода демонстрирует-
ся на прикладной задаче моделирования и исследования социо-эколого-
экономической системы региона.
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Введение

В современной научной литературе нет строгой формулировки
понятия математического моделирования. В целом, под этим терми-
ном понимается некий научный подход к построению и использова-
нию математической модели исследуемой реальной системы, объекта,
явления, процесса, направленный на сокращение времени и средств,
затрачиваемых на исследование реального объекта — прогнозирова-
ния поведения при различных условиях, решение соответствующих
математических задач в формализованной постановке, в частности,
задач оптимизации.
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Понятие математической модели развивалось в работах [1–12] и
многих других. Общий принцип построения математических моделей
состоит в том, что задается некоторый класс подходящих моделей,
из которого выбирается конкретная путем уточнения тех или иных
зависимостей, параметрической идентификации и т.п.

Происходит непрерывное усложнение систем, исследуемых ма-
тематическими методами и, соответственно, возрастают трудности
самого процесса исследования. При решении прикладных задач оп-
тимального управления из техники, экономики и других областей
эти трудности часто связаны с таким их характерным свойством как
вырожденность. Под этим понимается наличие в исследуемой зада-
че скрытых пассивных дифференциальных связей или дискретных
цепочек, исключение которых по существу не меняет искомого ре-
шения. Это свойство затрудняет применение общих методов, но, с
другой стороны, открывает возможности упрощений при исследова-
нии за счет применения специальных методов теории вырожденных
задач [13–16]. Как известно, характерным признаком вырожденности
является наличие в исследуемой модели линейных управлений. Зада-
чи для такого класса моделей, с одной стороны, распространены на
практике как самостоятельные, а с другой, получаются в результате
перехода к эквивалентным ослабленным системам путем овыпукле-
ния множества скоростей в исходной модели или его подмножеств
[17,18].

Общий подход специальных методов теории вырожденных задач
как раз и состоит в поиске и исключении пассивных связей. В ито-
ге, исходная задача, нерегулярная с точки зрения общих методов,
заменяется точно или приближенно регулярной производной зада-
чей, имеющей меньший порядок, что означает упрощение исходной.
В свою очередь, если производная задача вырождена, то она вновь
может быть преобразована к производной задаче (второй ступени) и
т.д. до тех пор, пока такая процедура возможна.

Понижение порядка означает, что её решение может не удовле-
творять исходным граничным условиям. В этом случае соответству-
ющее решение исходной задачи называется магистральным [19]. В
случае неограниченного управления соответствующее магистральное
решение называется идеальным.
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Магистральные решения представляют большой интерес при ис-
следовании сложных систем. В ряде случаев, когда в исходной мо-
дели напрямую нельзя найти магистральное решение, то такую мо-
дель можно приближенно заменить другой, имеющей магистральное
решение. В любом случае, получается некоторое приближенное ре-
шение исходной задачи, которое может быть использовано как эф-
фективное начальное приближение в некотором итерационном мето-
де поиска решения. Таких методов в настоящее время разработано
много, о чем достаточно полное представление дают, например, об-
зоры, содержащиеся в [20, 21]. Среди них отметим наиболее эффек-
тивные, основанные на нелокальном улучшении управления на ите-
рациях [21–23]. Но они ведут к искомому решению гарантированно
лишь при наличии хорошего начального приближения, для поиска
которого, как правило, никаких рецептов не предлагается.

Цели данной работы:

(1) предложить для выбора начальной математической модели слож-
ной динамической системы класс моделей с линейным управле-
нием, для которого задачи оптимального управления в стандарт-
ной постановке имеют магистральные решения;

(2) разработать многоэтапную процедуру исследования на этой ос-
нове;

(3) продемонстрировать эффективность в целом такого подхода на
представительной прикладной задаче.

1. Обоснование класса моделей

Предлагается для выбора исходной модели рассматривать класс
непрерывных систем, описываемый следующими соотношениями:

(1) 𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) + ℎ(𝑡, 𝑥)𝑢2, 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑡 ∈ T = [𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ], 𝑢1 ∈ U(𝑡, 𝑥), 𝑢2 ∈ R𝑘,

где 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) — векторная функция, ℎ(𝑡, 𝑥) — (𝑛×𝑘)-матричная функ-
ция ранга 𝑘, многозначная функция U(𝑡, 𝑥) — общего вида, 𝑘 ≤ 𝑛.

Предполагается, что матрица ℎ(𝑡, 𝑥) удовлетворяет условию ком-
мутативности:

(2) ℎT
𝑚

𝜕ℎ𝑙

𝜕𝑥
− ℎT

𝑙

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑥
= 0, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,
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где ℎ𝑚, ℎ𝑙 — 𝑚- и 𝑙-столбцы матрицы ℎ(𝑡, 𝑥) соответственно, 𝜕ℎ𝑚/𝜕𝑥,
𝜕ℎ𝑙/𝜕𝑥 — матрицы частных производных ℎ𝑚, ℎ𝑙 по компонентам 𝑥.
Очевидно, при 𝑘 = 1 это условие заведомо выполняется.

Эта концепция модели удобна тем, что позволяет выполнить для
ее эффективного исследования в достаточно общем виде преобра-
зование к производной системе, известное из теории вырожденных
задач:

(3) 𝑦̇ = 𝜂𝑥𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) + 𝜂𝑡,

𝑢1 ∈ U(𝑡, 𝑥), 𝑥 ∈ Q(𝑡, 𝑦) = {𝑥 : 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥)},

где 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥) (𝑦 ∈ R𝑛−𝑘) — интеграл соответствующей предельной
системы

(4)
𝑑𝑥

𝑑𝑧
= ℎ(𝑡, 𝑥)𝑢2, 𝑢2 ∈ R𝑘,

где 𝑧 — вектор координат на интегральном многообразии. При этом
существуют функции 𝑧 = 𝜁(𝑡, 𝑥) и 𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧), такие что отображения
𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥), 𝑧 = 𝜁(𝑡, 𝑥) и 𝑥 = 𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧) взаимно однозначны при каждом
𝑡.

В случае неограниченного управления 𝑢2 исходная и производная
системы эквивалентны, т.е. любая траектория производной системы в
пространстве (𝑡, 𝑥) может быть аппроксимирована последовательно-
стью траекторий 𝑥𝑠(𝑡) исходной системы с любой степенью точности
при достаточно большом управлении 𝑢2. Если управление 𝑢2 огра-
ничено, тогда решение производной системы может рассматриваться
как эффективное приближение при подходящем допустимом управ-
лении.

Если поставлена задача оптимального управления (в стандарт-
ной форме)

(5) 𝑥(𝑡𝐼) = 𝑥𝐼 , 𝑥 ∈ X(𝑡) ⊂ R𝑛, 𝑥(𝑡𝐹 ) = 𝑥𝐹 ,

𝐼 = 𝐹 (𝑥(𝑡𝐹 )) → inf,

то возникает соответствующая производная задача

(6)
𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝑦 ∈ Y(𝑡) ⊂ R𝑛−𝑘, 𝑦(𝑡𝐹 ) = 𝑦𝐹 ,

𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
𝑧

𝐹 (𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧)).

Как видно, эта задача имеет порядок (𝑛− 𝑘) и в этом смысле проще
исходной.



Модели управляемых систем, порождающие магистральные решения 111

Формально модель (1) можно рассматривать как самую общую
модель — дифференциальную управляемую систему, в которой выде-
лена часть, линейно зависящая от управления. Если таковая отсут-
ствует, то достаточно положить ℎ = 0.

Однако, с учетом указанных выше полезных ее свойств, возни-
кает естественный вопрос — насколько она является общей для опи-
сания типичных ситуаций. Ответ на этот вопрос дает рассмотрение
наряду с обычной дифференциальной системой общего вида так на-
зываемой ослабленной системы [17,18]. Подробнее, дифференциаль-
ная управляемая система

(7) 𝑥̇ = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) , 𝑡 ∈ T = [𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ], 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ U (𝑡, 𝑥) ⊂ R𝑝

может быть представлена в форме дифференциального включения:

(8) 𝑥̇ ∈ V (𝑡, 𝑥) , V (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥,U (𝑡, 𝑥)) .

В работах конструктивного и прикладного направления, как пра-
вило, рассматриваются множества решений указанных систем (7),
(8) допустимых решений, где функции 𝑥 (𝑡) (траектории) — кусочно-
гладкие, а 𝑢 (𝑡) (программы управлений) — кусочно-непрерывные.

Ослабленная система получается овыпуклением правой части (8):

(9) 𝑥̇ ∈ V𝐶 (𝑡, 𝑥) ,

где V𝐶 = coV — это выпуклое замыкание множества V.
Один из фундаментальных фактов теории управления состоит в

том, что, несмотря на то, что множество скоростей в (9) может быть
существенно шире, чем исходное множество скоростей, даже иметь
большую размерность, обе системы эквивалентны в том смысле, что
любое решение системы (9) может быть приближено с любой точ-
ностью допустимыми решениями системы (8). Доказательство этого
утверждения дано в работе [17] при естественных предположениях. В
ходе доказательства выясняется специфическая конструкция после-
довательности аппроксимирующих решений, имеющая важное зна-
чение для практики, о которой условно говорят, что она стремится к
скользящему режиму на рассматриваемом отрезке.

При практическом применении операции овыпукления на пер-
вый план выдвигается вопрос о представлении выпуклой оболочки
V через элементы описания V посредством наиболее распространен-
ной записи в терминах управляющих переменных 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈
U(𝑡, 𝑥), т.е. в конечном счете — представления выпуклой оболочки
через элементы множества U. Возможны различные представления



112 В. И. Гурман, И. С. Гусева

V𝐶 . Прежде всего — это универсальное представление на основе из-
вестной теоремы Каратеодори о выпуклой оболочке:

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0) +

𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0)),(10)

𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙 ≤ 1, 𝑢𝑙 ∈ U(𝑡, 𝑥), 𝛼𝑙 ≥ 0.

Конкретно в данном представлении фигурирует (𝑛+1) элемент мно-
жества U (𝑚 = 𝑛 + 1) и 𝑛 дополнительных переменных 𝛼𝑙, играю-
щих наряду с 𝑢𝑙, 𝑢0 роль управлений, если 𝑛 — размерность 𝑥. Его
преимущества — универсальность и «непосредственность». Основной
недостаток — большое число управляющих переменных (𝑝(𝑛 + 1) +
𝑛) в сравнении с исходной системой (𝑝 переменных). Этот недоста-
ток можно устранить переходом к «минимальному» описанию по-
средством параметрического уравнения несущей плоскости множе-
ства V𝐶 и выпуклой области на этой плоскости, т.е. в пространстве
ее параметров:

(11) 𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑥) +𝐵(𝑡, 𝑥)𝑤, 𝑤 ∈ W(𝑡, 𝑥).

Здесь всего 𝑞 ≤ 𝑛 управляющих переменных, в качестве которых вы-
ступают параметры несущей плоскости. Однако нахождение функ-
ций 𝐴(𝑡, 𝑥) и 𝐵(𝑡, 𝑥) и описания области W связано в общем случае с
достаточно трудоемкой процедурой, далеко еще не отработанной до
«стандартной», хотя во многих конкретных случаях представление
(11) получается непосредственно.

Существует возможность уменьшить число переменных по срав-
нению с универсальным представлением за счет конкретизации мно-
жества V. Например, для множества V ⊂ R3 вида

V = {𝑣 : 𝑣3 = (𝑣1)2 + (𝑣2)2, 𝑣3 ≤ 𝑐}

(усеченный параболоид) возможно такое представление:

𝑥̇ = 𝑣0 + 𝛼(𝑣1 − 𝑣0),

где 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑣1 пробегает множество V, 𝑣0 — фиксированная точка
на V. В этом случае V𝐶 описывается с помощью четырех (вместо
15) переменных при стандартном представлении. Выбор подобного
представления может быть сделан при конкретном геометрическом
анализе исходных данных задачи.
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Если множество V дискретное, состоящее из конечного числа то-
чек (𝑚), то выпуклая комбинация из всех таких точек позволяет све-
сти дело к задаче с 𝑚 линейными управлениями 𝛼𝑙, поскольку все
𝑣𝑙 (𝑢𝑙) известны. Если V задано как регулярная решетка, то число
переменных может быть уменьшено путем отбора из всего дискретно-
го множества граничных точек, т.е. таких, которые при овыпуклении
окажутся на границе выпуклого множества.

Из этих сопоставлений видно, что типичная модель — диффе-
ренциальная система общего вида — может быть заменена с любой
степенью точности эквивалентной ей моделью — ослабленной систе-
мой вида

(12) 𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) + ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢1)𝑢2, 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑢1 ∈ U1(𝑡, 𝑥), 𝑢2 ∈ R𝑘.

В отличие от предлагаемой конструкции (1), здесь 𝑛×𝑘-матрица
ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢1) ранга 𝑘 зависит от другого управления 𝑢1. Если зафикси-
ровать некоторую кусочно-постоянную программу 𝑢1*(𝑡) = 𝑢𝑞, 𝑞 ∈
[𝑡𝑞, 𝑡𝑞+1) и переходить к производной системе на интервалах постоян-
ства, то на каждом таком интервале получается семейство производ-
ных систем с параметром 𝑢𝑞, из которого можно выбирать конкрет-
ную в начальной точке интервала. Поскольку кусочно-постоянная
функция аппроксимирует кусочно-непрерывную с любой точностью с
уменьшением интервалов, то предложенный класс моделей с «изоли-
рованным» линейным управлением является достаточно общим для
точного или приближенного с любой точностью представления си-
стемы общего вида.

Отметим, что к рассматриваемому типу относятся, в частности,
такие достаточно хорошо изученные модели как линейные

(13) 𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢

и билинйные

(14) 𝑥̇ = 𝐴(𝑡) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗(𝑡)𝑢
𝑗 .

Для них инварианты предельной системы заведомо находятся ана-
литически.
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2. Процедура исследования

С учетом всего сказанного предлагается следующая общая проце-
дура исследования задачи оптимального управления в стандартной
постановке.

1. Выписывается предельная система при идеализирующем пред-
положении о неограниченности линейного управления 𝑢2:

𝑑𝑥

𝑑𝑧
= ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢1)𝑢2, 𝑢2 ∈ R𝑘;

находятся ее инварианты, иначе — семейство интегральных мно-
гообразий 𝑦𝑖 = 𝜂𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢1), 𝑖 = 1, ..., 𝑛−𝑘, или, в векторной записи
𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢1), 𝑦 ∈ R𝑛−𝑘.

2. Записывается производная система на каждом интервале посто-
янства (𝑢1(𝑡)):

𝑦̇ = 𝜂𝑥𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) + 𝜂𝑡,

𝑢1 ∈ U1(𝑡, 𝑥), 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢1), 𝑥 ∈ Q(𝑡, 𝑦) = 𝜂−1(𝑡, 𝑦, 𝑢1),

𝜂𝑥 =
𝜕𝜂

𝜕𝑥
=

(︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝑥𝑖

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, 𝜂𝑡 =

𝜕𝜂

𝜕𝑡
,

и соответствующая производная задача

𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝑦(𝑡𝐹 ) = 𝑦𝐹 , 𝑦 ∈ Y(𝑡),

𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
𝑧,𝑢1

𝐹 (𝜉(𝑡𝐹 , 𝑦, 𝑧), 𝑢1).

3. Шаги 1 и 2 повторяются, если в результате шага 2 получается
модель типа начальной (12).

4. Решается идеальная производная задача, получается соответ-
ствующее идеальное магистральное решение (с разрывной тра-
екторией).

5. Производится аппроксимация полученного идеального магист-
рального решения подходящим допустимым решением в окрест-
ностях точек разрыва траектории, получается приближенно-опти-
мальное магистральное решение.

6. Полученное на шаге 5 решение уточняется в некоторой итераци-
онной процедуре улучшения.

Далее сформулируем некоторые замечания относительно проце-
дуры исследования задачи:
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— На шагах 4 и 6 могут применяться линейная (13) и билинейная
(14) модели по принципу локализации для реализации эффек-
тивного улучшения на итерациях.

— Для прикладных задач характерны фазовые ограничения. Пере-
ход к производным задачам существенно облегчает их учет, так
как переводит часть переменных состояния в управляющие.

— Класс выбора исходной модели можно существенно расширить,
если априори ориентироваться на приближенные методы иссле-
дования, то можно применять наряду с переходом к ослабленной
системе нелокальную аппроксимацию в рассматриваемом классе,
например, по методу наименьших квадратов.

— На этапе улучшения приближенного магистрального решения
вполне успешно может быть применена модель дискретно-непре-
рывной системы (ДНС) [24].

3. Приложение к эколого-экономическим задачам

В данном разделе рассматривается агрегированная версия моде-
ли региона [25], описывающая взаимодействие экономической, при-
родной и социальной составляющих с учетом инновационных процес-
сов. На этой модели в [26] исследована задача оптимизации стратегий
устойчивого развития региона при идеализированных допущениях с
целью оценки предельно допустимых затрат на инновационную дея-
тельность в условиях дефицита реальных статистических данных в
терминах затраты–результаты. Здесь более детально изучается один
из допустимых вариантов решений указанной задачи с учетом реа-
листических ограничений модели.

3.1. Модель региона

Рассматривается концептуальная модель региона, отражающая
взаимодействие трех секторов — производственного, социо-природо-
восстановительного и инновационного и описываемая следующими
соотношениями:

(15)

𝑐 = (𝐸 −𝐴) 𝑦 −𝐵𝑢−𝐴𝑧𝑧 −𝐵𝑧𝑢𝑧 −𝐴𝑣𝑣 −𝐵𝑣𝑢𝑣,

𝑟̇ = ˙̄𝑟 +𝑁(𝑟 − 𝑟)− 𝐶𝑦 + 𝐶𝑧𝑧 + 𝑖𝑚𝑟 − 𝑒𝑥𝑟,

𝑘̇ = 𝑢− [𝛿]𝑘, 𝑘̇𝑧 = 𝑢𝑧 − [𝛿𝑧]𝑘𝑧, 𝑘𝑣 = 𝑢𝑣 − [𝛿𝑣]𝑘𝑣,

0 ≤ 𝑦 ≤ Γ(𝑘), 0 ≤ 𝑧 ≤ Γ𝑧(𝑘𝑧), 0 ≤ 𝑣 ≤ Γ𝑣(𝑘𝑣),

𝜃 = −(𝑣 +𝐻
𝑢

𝑘
)(𝜃 − 𝜃), 𝜃(0) = 0.
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Здесь 𝑦, 𝑧, 𝑣 — векторы выпусков продукции по отраслям, активно-
го природо-социо-восстановления, активных инноваций, 𝑐 — конечное
потребление; (𝑘, 𝑘𝑧, 𝑘𝑣), (Γ(𝑘) , Γ𝑧(𝑘𝑧), Γ𝑣(𝑘𝑣)), (𝑢, 𝑢𝑧, 𝑢𝑣), (𝛿, 𝛿𝑧, 𝛿𝑣)
— основные фонды, мощности и инвестиции (векторы) и темпы амор-
тизации в экономическом, природо-социо-восстановительном и инно-
вационном секторах (диагональные матрицы); 𝑝 — матрица-строка
цен (ценовых поправок); 𝑟 — вектор индексов состояния природной
среды и социума; 𝜃 — вектор инновационных индексов (агрегирован-
ное описание изменения за счет инноваций элементов матриц 𝐴, 𝐴𝑧,
𝐵, 𝐵𝑧, 𝐶, 𝐶𝑧 и других параметров); 𝜃 — предельная граница инно-
вационных индексов; 𝑟(𝑡) — заданная функция (опорная), например
получаемая из статистического прогноза; 𝑖𝑚𝑟, 𝑒𝑥𝑟 — миграционные
потоки загрязнений и ресурсов; 𝐴, 𝐴𝑧, 𝐴𝑣 — матрицы прямых за-
трат в экономическом, природо- социо-восстановительном и иннова-
ционном секторах; 𝐵, 𝐵𝑧, 𝐵𝑣 — матрицы фондообразующих затрат
в указанных секторах; 𝑁 — матрица коэффициентов взаимовлияния
компонентов природной и социальной подсистем; 𝐶 — матрица коэф-
фициентов прямого воздействия отраслей экономики на компоненты
природной и социальной подсистем; 𝐻 — коэффициент, отражающий
влияние инвестиций и диффузии инноваций.

Данная модель может трактоваться как непрерывная, так и дис-
кретная по времени. Точкой сверху в непрерывном варианте обозна-
чаются производные по времени (так 𝑘̇ = 𝑑𝑘/𝑑𝑡 и т.д.), а в дискретном
— конечные разности (𝑘̇ = (𝑘(𝑡+ℎ)−𝑘(𝑡))/ℎ и т.д.), где ℎ — временной
шаг, который удобно задавать равным единице времени (типично —
году), ℎ = 1. Все величины в правых частях уравнений и в конечных
соотношениях берутся в момент 𝑡.

Агрегирование параметров (и определение их зависимости от 𝜃)
может быть выполнено различными способами. Один из естествен-
ных способов подробно описан в [25].

В общем случае все матрицы и функции Γ(𝑘), Γ𝑧(𝑘𝑧), Γ𝑣(𝑘𝑣)

могут зависеть от 𝑡 и вектора 𝜃, а также от 𝑟 для учета иннова-
ций, необратимости природных процессов при чрезмерных воздей-
ствиях, экономических ущербов от ухудшения качества природной
среды и т.п. Эти зависимости уточняются при планировании сценар-
ных расчетов, а по умолчанию принимаются линейными, например
𝐴𝑖𝑗 = 𝐴

(0)
𝑖𝑗 +𝐴

(1)
𝑖𝑗 (𝑟 − 𝑟).
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Основные типичные ограничения на управляющие воздействия
представлены в модели. Возможны дополнительные ограничения, свя-
занные с конкретными задачами, например, по трудовым ресурсам,
по располагаемым инвестициям, ограничения, отражающие требова-
ния устойчивого развития, и т.п.

В качестве критерия оптимальности рассматривается максимум
функционала благосостояния Π𝐹 = Π(𝑡𝐹 ) — конечного значения на-
копленного дохода за вычетом штрафа за нарушение ограничений
устойчивого развития Π(𝑡), динамика которого описывается уравне-
нием

(16) Π̇ = (𝑝𝑐− 𝑆(𝑟))𝑒−𝜌𝑡 = (𝑝((𝐸 −𝐴)𝑦 −𝐵𝑢−𝐴𝑧𝑧−
−𝐵𝑧𝑢𝑧 −𝐴𝑣𝑣 −𝐵𝑣𝑢𝑣)− 𝑆(𝑠, 𝑟))𝑒−𝜌𝑡

при заданных ограничениях и заданном состоянии в начале периода:

Π(0) = 0, 𝑘(0) = 𝑘0, 𝑘𝑧(0) = 𝑘𝑧0 ,

𝑘𝑣(0) = 𝑘𝑣0 , 𝑟(0) = 𝑟0, 𝜃(0) = 0,

где 𝑝 — матрица-строка прогнозируемых цен (ценовых поправок), 𝑆
— штраф за нарушение условий устойчивого развития, 𝑠 — вектор
штрафных коэффициентов; 𝜌 — коэффициент дисконтирования.

При подходящем выборе параметра 𝜌 функционал Π можно трак-
товать и как накопленное душевое потребление, если принять, что
население растет экспоненциально (в этом случае 𝜌 рассматривается
как сумма темпов дисконтирования и роста населения).

Понятие «инновация» трактуется формально как любое целена-
правленное изменение параметров созданной ранее, в каком-то смыс-
ле традиционной модели.

3.2. Оптимизация стратегии устойчивого развития региона

Более детально рассматривается модель (15) на одном из допу-
стимых вариантов решений задачи пункта 3.1 с учетом реалистиче-
ских ограничений модели. Из методических соображений предпола-
гаем, что инновационным изменениям подвергаются лишь элементы
матриц 𝐴 и 𝐶 (которые и по содержанию — наиболее существен-
ные параметры). Они рассматриваются как функции 𝜃. Остальные
параметры считаются константами. Восстановительный и инноваци-
онный секторы работают с полным использованием мощностей, ко-
торые принимаются линейно зависящими от основных фондов: Γ𝑧 =
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𝛾𝑧𝑘𝑧, Γ𝑣 = 𝛾𝑣𝑘𝑣. Мощности производственных отраслей (производ-
ственные функции) Γ𝑖(𝑘𝑖) считаются вогнутыми функциями. Темп
дисконтирования 𝜌 полагается нулевым. Ограничения на 𝑟 учитыва-
ются косвенно посредством штрафов. Население и трудовые ресурсы
по отраслям принимаются постоянными. Выпуски и основные фонды
отраслей ограничены снизу из условий минимальной занятости насе-
ления. Штрафной коэффициент 𝑠 = 10000, коэффициенты функции
Кобба-Дугласа 𝛼 и 𝛽 принимаются равными 0.5 и 10 соответственно,
параметры 𝐴𝑣 = 200 и 𝐻 = 0.01. Параметр 𝐵 принимается постоян-
ным и равным 𝐵0.

Задача решается в два этапа. На первом этапе применяется метод
кратных максимумов, при котором управления 𝑢, 𝑢𝑧 и 𝑢𝑣 предпола-
гаются неограниченными, для компонентов 𝑘, 𝑘𝑧, 𝑘𝑣 имеются ниж-
ние границы (·)𝑙, а верхняя (·)𝑢 и нижняя (·)𝑙 границы 𝜃𝑗 строятся
как решения уравнений относительно этих переменных из (15) при
𝑣𝑗 = 𝛾𝑗𝑘𝑣𝑗𝑙 с условиями на левом и правом концах.

Далее рассматривается обобщенный лагранжиан Кротова, зада-
вая функцию Кротова в виде 𝜙 = 𝜋 + 𝜗(𝑘, 𝑘𝑧, 𝑘𝑣, 𝑟, 𝜃):

𝐿 = 𝐺−
∫︁ 𝑡𝐹

0

𝑅𝑑𝑡.

𝐺 = 𝜗 (𝑘𝐹 , 𝑘
𝑧
𝐹 , 𝑘

𝑣
𝐹 , 𝑟𝐹 , 𝜃𝐹 )− 𝜗 (𝑘0, 𝑘

𝑧
0 , 𝑘

𝑣
0 , 𝑟0, 𝜃0) ,

𝑅 = 𝑝((1−𝐴(𝜃))𝑦 −𝐵𝑢−𝐴𝑧𝛾𝑧𝑘𝑧 −𝐵𝑧𝑢𝑧 −𝐴𝑣𝛾𝑣𝑘𝑣 −𝐵𝑣𝑢𝑣)−

− 𝑆(𝑟) +
𝜕𝜗

𝜕𝑘
(𝑢− 𝛿𝑘)− 𝜕𝜗

𝜕𝜃
(𝛾𝑣𝑘𝑣 +𝐻)(𝜃 − 𝜃) +

𝜕𝜗

𝜕𝑘𝑣
(𝑢𝑣 − 𝛿𝑣𝑘𝑣)+

+
𝜕𝜗

𝜕𝑘𝑧
(𝑢𝑧 − 𝛿𝑧𝑘𝑧) +

𝜕𝜗

𝜕𝑟
( ˙̄𝑟+𝑁(𝑟− 𝑟)−𝐶(𝜃)𝑦+𝐶𝑧𝛾𝑧𝑘𝑧 + 𝑖𝑚𝑟 − 𝑒𝑥𝑟).

Применяя последовательно метод кратных максимумов [13], по-
лучим следующие результаты. Минимизация по 𝑦 дает:

𝑦(𝑡) =

{︃
𝑦𝑢 = Γ(𝑘), при 𝜅 ≥ 0,

𝑦𝑙, при 𝜅 < 0,

где 𝜅 = 𝑝(1−𝐴(𝜃)− 𝜂𝑧𝐶(𝜃)), 𝜂𝑧 = (𝐶𝑧𝛾𝑧)−1𝑝(𝐴𝑧𝛾𝑧 + 𝛿𝑧𝐵𝑧). Соответ-
ственно

𝑅 = 𝜅(𝜃)𝑦𝑙,𝑢 − 𝑝𝐵𝛿𝑘 − 𝑆(𝑟) + 𝜂𝑧 (̇̄𝑟 +𝑁(𝑟 − 𝑟) + 𝑖𝑚𝑟 − 𝑒𝑥𝑟).
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Минимизируя далее по 𝜃, получим нижнюю границу 𝜃 = 𝜃𝑙(𝑡) =
𝜃 − (𝜃 − 𝜃𝐹 ) exp(𝐻(𝑡𝐹 − 𝑡)) при всех 𝑡, так как 𝜅(𝜃) — убывающая
функция 𝜃. Минимум по 𝑘 достигается в точке 𝑘(𝜃𝑙(𝑡)), такой что
𝑘(𝜃𝑙(𝑡)) = 𝑘𝑙 при 𝜅(𝜃) < 0 и 𝑘(𝜃𝑙(𝑡)) — решение уравнения 𝜕𝑅/𝜕𝑘 = 0
с учетом вогнутости Γ(𝑘) при 𝜅(𝜃) ≥ 0. Минимум по 𝑟 достигает-
ся в стационарной точке 𝑟, удовлетворяющей условию 𝜕𝑅/𝜕𝑟 = 0,
поскольку на 𝑟 ограничений нет. Тогда

𝐿 = 𝑝 (𝐵𝑧𝑘𝑧𝐹 +𝐵𝑣𝑘𝑣𝐹 + 𝜂𝑧𝑟𝐹 −𝑄(𝜃𝑙(𝑡))) + const,

где 𝑄(𝜃𝑙(𝑡)) — значение интеграла в выражении при найденных опти-
мальных значениях переменных. Значения 𝑘𝐹 , 𝑘

𝑧
𝐹 , и 𝑘𝑣𝐹 принимаются

равными значениям на последней магистрали. Результат минимизи-
руется по 𝜃𝐹 , что даст окончательное магистральное решение.

Данная конструкция функции Кротова соответствует двукратно-
му переходу от исходной задачи к производной: вначале получается
первая производная задача, где роль управлений наряду с исходными
играют 𝑘, 𝑘𝑧 и 𝑘𝑣, затем делается переход к следующей производной
задаче, путем перехода к единственной фазовой переменной

𝜁 = Π+ 𝑝(𝐵𝑘 +𝐵𝑧𝑘𝑧 +𝐵𝑣𝑘𝑣)− 𝜇𝑣 ln 𝛾𝑣(𝜃 − 𝜃) + 𝜌𝑝𝑟,

где 𝜇𝑣 = 𝑝(𝐴𝑣𝛾𝑣 + 𝛿𝑣𝐵𝑣). Это задача первого порядка для уравнения

(17) 𝜁 = 𝜈(𝜃, 𝑟) = 𝜅(𝜃)𝑦− 𝑝𝐵𝛿𝑘− 𝑆(𝑟) + 𝜂𝑧( ˙̄𝑟+𝑁(𝑟− 𝑟) + 𝑖𝑚𝑟 − 𝑒𝑥𝑟)

с функционалом 𝐼 = −𝜁(𝑡𝐹 ) → inf при начальном условии

𝜁(0) = 𝜁0 = 𝑝(𝐵0𝑘0 +𝐵𝑧𝑘𝑧0 +𝐵𝑣𝑘𝑣0)− 𝜇𝑣 ln 𝛾𝑣(𝜃0 − 𝜃) + 𝜌𝑝𝑟0

и при указанных выше ограничениях на остальные переменные.
Минимизация этого функционала сводится к максимизации пра-

вой части уравнения (17), которая совпадает с выражением функции
𝑅 и дает уже найденное разрывное магистральное решение (второй
ступени). Его траектория, как видно, разрывна в начальный момент
и в точках переключения компонент 𝑘, внутри промежутка (0, 𝑡𝐹 ),
т.е. представляет собой чередование нескольких непрерывных маги-
стралей.

Для аппроксимации магистрального решения в исходном классе
допустимых процессов применяется алгоритм с минимальным чис-
лом переключений исходных управлений [27]. Расчеты проводились
для условного региона (таблица 1), прототипом которого служит Бай-
кальский регион по состоянию на 2010 год. На рисунках 1–3 представ-
лены магистральное решение и один из членов аппроксимирующей



120 В. И. Гурман, И. С. Гусева

последовательности. При магистральном решении получено значе-
ние благосостояния Π𝐹 = 7485, а при аппроксимации Π𝐹 = 7154
(млрд.руб.). Видно, что управление, реализующее это решение, но-
сит сложный переключательный характер даже при минимально воз-
можном для данной реализации числе точек переключения. Это обу-
словлено, во-первых, наличием двух магистральных участков (соот-
ветствующих нижней границы 𝑘 и его стационарному оптимуму), а
во-вторых, более сложной реализацией магистрали второй ступени
по сравнению с [28].

Таблица 1. Данные условного региона.

Параметр Значение Парам. Знач. Парам. Знач.

𝑡𝐹 20 𝑣0 0.1 𝑦𝑙 50 млрд.руб.

𝛿 0.05 𝐴0 0.5 𝐴(𝜃) (1 + 𝑎𝜃)𝐴0

𝛿𝑧 0.05 𝑝 1 𝐶0 0.04

𝛿𝑣 0.05 𝑟0 0.8 𝐶(𝜃) (1 + (1 + 𝑎)𝜃)𝐶0

𝑘𝑙 100 млрд.руб. 𝑟𝐹 0.9 𝑁 −0.001

𝑘0 400 млрд.руб. 𝑟 1 𝑠 100, . . . , 10000

𝑘𝐹 800 млрд.руб. 𝐵0 1 𝛼 0.5, 0.7, 0.8

𝜃0 0 𝐵𝑣 1 𝛽 10, 2.2, 1.1

𝜃𝐹 −0.75 𝜃 −0.8 𝐴𝑣 200, 250, 300

𝐴𝑧 8000 𝐵𝑧 1

Решение в целом с учетом граничных условий оказывается раз-
рывным: переходы между граничными точками и магистралью и
между магистралями происходят «скачком». Каждый скачок реали-
зуется последовательностью кусочно-гладких траекторий при неогра-
ниченно возрастающих управлениях в окрестностях точек разрыва, а
практически — при достаточно больших управляющих воздействиях.

Магистральное решение задачи устойчивого социо-эколого-эконо-
мического развития региона находится из достаточно простых соот-
ношений и позволяет получить практически значимые выводы, по-
скольку исходные идеализирующие допущения достаточно хорошо
отражает реальную ситуацию. В частности ему соответствует важ-
ный критерий устойчивости развития региональной системы, кото-
рый включает не только экономические, но и экологические и соци-
альные параметры. В отличие от критерия, полученного в [28], где
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Рис. 1. Значения инвестиций в трех секторах (а) и основ-
ных фондов в природо-восстановительном секторе (б)
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Рис. 2. Значения основных фондов в инновационном (а)
и производственном (б) секторах

восстановительные и инновационные мощности принимались неогра-
ниченными, а учитывались только затраты на текущее функциони-
рование соответствующих секторов, здесь, как видно, он включает и
инвестиционные параметры, а именно, коэффициенты фондообразу-
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Рис. 3. Значения инновационного сектора (а) и индекса
состояния природной среды и социума (б)

ющих затрат 𝐵𝑧 и 𝐵𝑣.
При ограниченных инвестициях как управляющих воздействи-

ях магистральный характер решения сохраняется, но оно становится
приближенным и в дальнейшем может быть использовано в качестве
эффективного начального приближения в итерационной процедуре
улучшения [29] для полной модели. Однако при этом переключения
компонент не будут синхронизированы, и число точек переключения
(в общем случае 2𝑛, где 𝑛 — размерность вектора 𝑘) может быть
достаточно большим. В таком случае для повышения эффективно-
сти итераций улучшаемый процесс целесообразно рассматривать как
дискретно-непрерывный, где дискретными шагами служат моменты
переключений, и применять соответствующие алгоритмы улучшения
(например, [30, 31]) аналогично тому, как это делалось при практи-
ческой реализации скользящих режимов [32].

4. Заключение

Таким образом, класс моделей, линейных по управлению, порож-
дающих магистральные решения задач оптимального управления,
существенно расширенный за счет перехода к эквивалентным ослаб-
ленным системам путем овыпукления множества скоростей, оказы-
вается достаточно общим для построения математических моделей
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сложных динамических систем. Это позволяет строить эффектив-
ные многоэтапные процедуры исследования с использованием исход-
ной модели и соответствующего глобально-оптимального приближен-
ного магистрального решения в качестве начального приближения.
Для практического использования этого подхода важно предложен-
ное преобразование исходной системы посредством семейства про-
изводных систем, когда коэффициенты при линейных управлениях
зависят от других управлений. Эффективность предложенного под-
хода демонстрирует решение практически значимой задачи поиска
стратегии устойчивого развития.
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