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Преобразования дифференциальных управляемых
систем для поиска приближенно-оптимального

управления

Аннотация. Показано, что управляемая дифференциальная система об-
щего вида может быть преобразована к эквивалентным системам с линей-
ными управлениями, к которым применимы преобразования к производ-
ным задачам меньшего порядка, известные из теории вырожденных задач,
доставляющие идеальные магистральные решения исходной задаче.

Предлагаются процедуры аппроксимации идеального магистрального
решения решениями исходной системы, как при неограниченных линейных
управлениях, так и при условии их ограниченности для получения допусти-
мых начальных приближений, и алгоритмы их итерационного улучшения,
апробированные на прикладных задачах.

Ключевые слова и фразы: оптимальное управление, приближенные методы, вырожден-
ные задачи, магистральные решения, ослабленные задачи.

Введение

Опыт исследования прикладных задач оптимального управле-
ния из различных областей (см., например, [1–6]) показывает, что
для них типично свойство вырожденности. Под этим понимается
наличие в постановке задачи пассивных дифференциальных связей
или дискретных цепочек (как правило, скрытых), исключение ко-
торых не меняет искомого решения. С одной стороны, это свойство
препятствует эффективному применению общих методов, но с дру-
гой — открывает возможности упрощений, подчас радикальных, за

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фунда-
ментальных Исследований: проекты 12-01-00256-а «Исследование импульсных
и гибридных управляемых систем на основе дискретно-непрерывных моделей»,
14-31-50879 мол_нр «Модели управляемых систем для поиска приближенно-
оптимальных магистральных решений».
c○ В. И. Гурман, И. В. Расина, И. С. Гусева, 2014
c○ УГП имени А. К. Айламазяна, 2014
c○ Институт программных систем имени А. К. Айламазяна РАН, 2014
c○ Программные системы: теория и приложения, 2014

http://psta.psiras.ru
http://site.u.pereslavl.ru/
http://www.botik.ru/PSI/
http://psta.psiras.ru


124 В. И. Гурман, И. В. Расина, И. С. Гусева

счет применения специальных методов теории вырожденных задач
[7], которые, по существу сводятся к поиску и исключению пас-
сивных связей. При этом исходная задача, нерегулярная с точки
зрения общих методов, заменяется точно или приближенно регуляр-
ной производной задачей, имеющей меньший порядок, что означа-
ет упрощение. В [8] предложена общая схема, использующая этот
эффект упрощения для исследования современных сложных задач
приближенными методами, в частности, для задания эффективных
начальных приближений в итерационных процедурах оптимизации.
Для дифференциальных управляемых систем характерным внеш-
ним признаком вырожденности является линейная зависимость их
стандартных описаний от тех или иных управляющих переменных.
Задачи для такого класса систем, с одной стороны, распространены
на практике как самостоятельные, а с другой — могут получаться в
результате перехода к эквивалентным ослабленным системам путем
овыпукления множества скоростей исходной системы [9]. Поскольку
такое преобразование универсально, то оно означает, что управляе-
мая дифференциальная система общего вида может быть преобразо-
вана к эквивалентной системе с линейными управлениями, причем
неединственной. Цель данной работы — предложить конструктив-
ные процедуры таких преобразований, максимально расширить этот
класс и, тем самым, возможности дальнейшего применения методов
теории вырожденных задач.

1. Преобразование дифференциальной управляемой
системы общего вида к эквивалентным системам с
линейными управлениями

Рассматривается дифференциальная управляемая система

𝑥̇ = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) , 𝑡 ∈ T = [𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ], 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ U ⊂ R𝑝.(1)

В работах прикладного направления, как правило, рассматриваются
множества допустимых решений указанных систем (1), где функции
𝑥(𝑡) (траектории) — кусочно-гладкие, а 𝑢(𝑡) (программы управле-
ний) — кусочно-непрерывные. Для этой системы ставится задача
оптимального управления управления в стандартной форме

𝑥 ∈ X(𝑡) ⊂ R𝑛, 𝑥(𝑡𝐼) = 𝑥𝐼 , 𝑥(𝑡𝐹 ) ∈ Γ, 𝐼 = 𝐹 (𝑥(𝑡𝐹 )) → inf

на множестве D допустимых пар функций (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), удовлетворяю-
щих перечисленным условиям.
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Наряду с исходной системой (1) рассматриваются следующие
системы, называемые ослабленными:

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0) +

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0)), 𝑚 ≤ 𝑛;(2)

𝑥𝑑(𝑞 + 1) = 𝑥(𝑡𝐹 (𝑞)), 𝑥(𝑡𝐼(𝑞 + 1)) = 𝑥𝑑(𝑞 + 1),

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0) +

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0)), 𝑚 ≤ 𝑛,(3)

𝑞 = 0, 1, . . . , 𝑞𝐹 , 𝑥𝑑(0) = 𝑥𝐼 ;
𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙 ≤ 1, 𝑢𝑙 ∈ U, 𝛼𝑙 ≥ 0;

𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤, 𝑤 ∈ W(𝑡, 𝑥) ⊂ R𝑘, 𝑘 ≤ 𝑛.(4)

Правые части (2) представляют собой выпуклые комбинации правых
частей исходной при различных значениях 𝑢 ∈ U.

Система (3) дискретно-непрерывная (ДНС) [10], на каждом дис-
кретном шаге которой действует система (2). При этом исходная
задача переписывается как задача верхнего уровня:

𝑥 ∈ X(𝑡) ⊂ R𝑛, 𝑥(𝑡𝐼(0)) = 𝑥𝐼 , 𝑥𝑑(0) = 𝑥𝐼 ,

𝑥(𝑡𝐹 (𝑞𝐹 )) ∈ Γ, 𝐼 = 𝐹 (𝑥𝑑(𝑞𝐹 )) → inf .

Правая часть (4) представляет собой параметрическое описание
выпуклой оболочки множества скоростей (скоростного годографа)
системы (1): V(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥,U), W(𝑡, 𝑥) — выпуклое множество в
пространстве (𝑤).

Множество решений каждой из этих ослабленных систем ши-
ре (не у́же), чем множество решений исходной системы, поскольку
все они содержат дополнительные управления (𝑢𝑙, 𝛼𝑙). При 𝛼𝑙 = 0
любая из ослабленных систем переходит в исходную. Справедливо
утверждение:

Теорема 1. При перечисленных выше предположениях любая из
систем (2), (3), (4) эквивалентна исходной (1) в следующем смысле:
пусть 𝑥(𝑡) — непрерывная траектория любой из систем (2), (3), (4)
на ограниченном отрезке T, тогда существует последовательность
{𝑥𝑠(𝑡)} кусочно-гладких траекторий системы (1), сходящаяся на T
равномерно к 𝑥(𝑡).
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Доказательство. Доказательство этой теоремы конструктив-
ное, аналогичное доказательству теоремы 2.1 из [7], состоит из двух
частей: 1) построение указанной аппроксимирующей последователь-
ности, 2) доказательства ее сходимости к решению системы (2). Здесь
приведем первую часть, важную для практической реализации. Вто-
рая часть приводится в разделе «Приложение. Доказательство тео-
ремы 1».

Для системы (2) при любом𝑚 последовательность {𝑥𝑠(𝑡)} постро-
им следующим образом. Разобьем отрезокT на 𝑠 частейT𝑝 = [𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝]

точками 𝑡𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑠, 𝑡0 = 𝑡𝐼 , 𝑡𝑠 = 𝑡𝐹 , включающими все точ-
ки разрыва 𝑥̇(𝑡). В каждой точке 𝑡𝑝−1 имеем 𝑥̇ (𝑡𝑝−1 + 0) — правый
предел 𝑥̇(𝑡) и некоторое представление

𝑥̇ (𝑡𝑝−1 + 0) =

𝑚∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙 (𝑡𝑝−1) 𝑓 (𝑡𝑝−1, 𝑥 (𝑡𝑝−1) , 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1)) ,

поскольку

𝑥̇ (𝑡𝑝−1 + 0) ∈ V𝐶 (𝑡𝑝−1, 𝑥 (𝑡𝑝−1)) .

Далее, каждый отрезок T𝑝 разобьем на 𝑚 + 1 отрезков: T𝑝𝑙 =

[𝑡𝑝𝑙, 𝑡𝑝(𝑙+1)], T𝑝 =
⋃︀
𝑙

T𝑝𝑙, 𝑡𝑝0 = 𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝𝑚 = 𝑡𝑝, длиной 𝛼𝑙 (𝑡𝑝−1)Δ𝑡𝑝,

где Δ𝑡𝑝 = 𝑡𝑝 − 𝑡𝑝−1. Зададим функцию 𝑥𝑠(𝑡) как непрерывную лома-
ную, составленную из решений уравнения 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) на отрезках
T𝑝𝑙 при 𝑢 = 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1), начинающуюся из точки (𝑡𝐼 , 𝑥 (𝑡𝐼)), так что
𝑥𝑠 (𝑡𝐼) = 𝑥 (𝑡𝐼). Схема построения последовательностей приведена
на рис. 9 в разделе «Приложение. Доказательство теоремы 1». Далее
практически дословно повторяется доказательство теоремы 2.1 из [7].

Система (3) является дискретно-непрерывным представлением
системы (2). Переписав ее в непрерывном виде, получим непосред-
ственно (2), для которой эквивалентность уже доказана.

Из системы (2) в случае 𝑚 = 𝑛 получается система с выпуклым
множеством скоростей (4), которая может быть представлена как
аффинная относительно управляющих переменных. �

Пример 1. Рассматривается следующая система

𝑥̇1 = 𝑥2 − 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥3𝑢, 𝑥̇3 = 𝑥1(𝑢)2, 𝑢 ∈ [0, 10].(5)
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Рис. 1. Множество скоростей

На рис. 1 представлено ее множество скоростей в нескольких фикси-
рованных точках 𝑥 (в данном примере оно не зависит от 𝑡).

Для системы (5) представление (2) записывается в виде:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2 − 𝑢0 − 𝛼1(𝑢1 − 𝑢0),

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢0 + 𝑥3𝛼1(𝑢1 − 𝑢0),

𝑥̇3 = 𝑥1(𝑢0)
2 + 𝑥1𝛼1((𝑢1)

2 − (𝑢0)
2),

при 𝑚 = 1 с одним линейным 𝛼1 и двумя нелинейными управлениями
𝑢0, 𝑢1;⎧⎨⎩

𝑥̇1 = 𝑥2 − 𝑢0 − 𝛼1(𝑢1 − 𝑢0)− 𝛼2(𝑢2 − 𝑢0),

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢0 + 𝑥3𝛼1(𝑢1 − 𝑢0) + 𝑥3𝛼2(𝑢2 − 𝑢0),

𝑥̇3 = 𝑥1(𝑢0)
2 + 𝑥1𝛼1((𝑢1)

2 − (𝑢0)
2) + 𝑥1𝛼2((𝑢2)

2 − (𝑢0)
2),

при 𝑚 = 2 с двумя линейными 𝛼1, 𝛼2 и тремя нелинейными управле-
ниями 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2. При 𝑚 = 𝑛 (𝑛 = 3) система (2) имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2 − 𝑢0 +
3∑︀

𝑙=1

𝛼𝑙(𝑢0 − 𝑢𝑙),

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢0 + 𝑥3
3∑︀

𝑙=1

𝛼𝑙(𝑢𝑙 − 𝑢0),

𝑥̇3 = 𝑥1(𝑢0)
2 + 𝑥1

3∑︀
𝑙=1

𝛼𝑙((𝑢𝑙)
2 − (𝑢0)

2),

где 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 — линейные, а 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 — нелинейные управления,
и сводится к представлению (4):

𝑥̇ =

⎛⎝ 𝑥2

0

0

⎞⎠+

⎛⎝ −1 0

𝑥3 0

𝑥1 2𝑥1

⎞⎠(︂
𝑤1

𝑤2

)︂
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только с двумя линейными управлениями 𝑤1, 𝑤2, где 𝑤𝑖 принадлежат
выпуклой области W, показанной на рис. 2.

Рис. 2. Выпуклое множество W

Обратим внимание, что в общем случае множество W зависит
от 𝑡, 𝑥 как параметров. В примере 1 оно постоянно — это свойство
любых автономных систем линейных относительно состояния, что
подтверждается следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть система (2) имеет вид

𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑢) +𝐵(𝑡, 𝑢)𝑥.

Тогда множество управлений W для системы вида (4) не зависит
от переменных состояния 𝑥.

Доказательство. Следует из тождества

𝐴(𝑡, 𝑢0) +𝐵(𝑡, 𝑢0)𝑥+
𝑚∑︀
𝑙=1

𝛼𝑙(𝐴(𝑡, 𝑢𝑙) +𝐵(𝑡, 𝑢𝑙)𝑥−

−𝐴(𝑡, 𝑢0)−𝐵(𝑡, 𝑢0)𝑥) = (𝑔(𝑡) + ℎ(𝑡)𝑤)𝑥.

Отсюда⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴(𝑡, 𝑢0) +

𝑚∑︀
𝑙=1

𝛼𝑙(𝐴(𝑡, 𝑢𝑙)−𝐴(𝑡, 𝑢0)) = 0,

𝐵(𝑡, 𝑢0) +
𝑚∑︀
𝑙=1

𝛼𝑙(𝐵(𝑡, 𝑢𝑙)−𝐵(𝑡, 𝑢0)) = 𝑔(𝑡) + ℎ(𝑡)𝑤.

Эти соотношения от 𝑥, как видно, не зависят.
В частности, если 𝐴 и 𝐵 не зависят от 𝑡, то и множество W не

будет зависеть от 𝑡. �
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2. Преобразование систем с линейными управлениями
к производным системам. Поиск магистральных решений

Для модели (4) при естественных предположениях возможно
непосредственное преобразование к производной системе ([9], гл. 2):

𝑦̇ = 𝜂𝑥𝑔(𝑡, 𝑥) + 𝜂𝑡, 𝑥 ∈ Q(𝑡, 𝑦) = {𝑥 : 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥)},(6)

и, соответственно исходной задачи — к производной задаче

𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝑦 ∈ Y(𝑡) ⊂ R𝑛−𝑘, 𝑦(𝑡𝐹 ) = 𝑦𝐹 ,

𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
Q

𝐹 (𝑥(𝑡𝐹 )).

Здесь 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥) (𝑦 ∈ R𝑛−𝑙, 𝑙 ≥ 𝑘) — интеграл (инвариант) предельной
системы

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤, 𝑤 ∈ R𝑘.(7)

Пусть 𝑧 — вектор криволинейных координат на интегральном
многообразии. Это означает, что существуют взаимно однозначные
отображения 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥), 𝑧 = 𝜁(𝑡, 𝑥) и 𝑥 = 𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧) при каждом 𝑡.
Выполняя переход к новым переменным 𝑦, 𝑧, систему (4) можно
представить в виде [11]:

𝑦̇ = 𝑔𝑦(𝑡, 𝑦, 𝑧),(8)

𝑧̇ = 𝑔𝑧(𝑡, 𝑦, 𝑧) + ℎ𝑧(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑤, 𝑤 ∈ R𝑘.(9)

Если исключить уравнение (9), получим непосредственно производ-
ную систему. Очевидно, множество решений производной системы
получается шире, чем исходной, т.е. любое решение исходной систе-
мы (кусочно-гладкое) 𝑥(𝑡) удовлетворяет производной, но не наобо-
рот, причем производная система допускает разрывы траектории, как
на границах временного интервала, так и внутри него, реализуемые
скачком во времени.

Однако, в случае неограниченного управления 𝑤 исходная и про-
изводная системы эквивалентны, в том смысле, что любая траектория
производной системы в пространстве (𝑡, 𝑥) может быть аппроксимиро-
вана последовательностью траекторий 𝑥𝑠(𝑡) исходной системы с лю-
бой степенью точности при достаточно большом управлении 𝑤 [9,12].
В представлении (8) разрывным оказывается только функция 𝑧(𝑡),
которая играет роль управления. Эта функция аппроксимируется
последовательностью кусочно-гладких функций 𝑧𝑠(𝑡) с растущими
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производными 𝑧̇𝑠 в окрестностях точек разрыва, при этом управле-
ние 𝑤 находится из условия выполнения исходной дифференциальной
связи:

𝑤𝑠(𝑡) = (ℎ𝑧)−1(𝑡, 𝑦𝑠(𝑡), 𝑧𝑠(𝑡)) (𝑧̇𝑠(𝑡)− 𝑔𝑧(𝑡, 𝑦𝑠(𝑡), 𝑧𝑠(𝑡))) .

Производная задача для (8)–(9) описывается следующим образом:

𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝑦 ∈ Y(𝑡) ⊂ R𝑛−𝑘, 𝑦(𝑡𝐹 ) = 𝑦𝐹 ,

𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
𝑧
𝐹 (𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧)).

Как видно, эта задача имеет порядок (𝑛− 𝑘) и в этом смысле проще
исходной.

В ряде задач инвариант предельной системы удобно задавать в
параметрическом виде [13]. Формально такое представление получа-
ется, если присоединить к системе (4) уравнения 𝑑𝑧/𝑑𝜏 = 𝑤. Такое
представление симметрично, однако оно не дает эффекта понижения
порядка, хотя и приводит к регуляризации вырожденных задач.

Траектория решения производной задачи, называемого идеаль-
ным магистральным, кусочно-непрерывна в пространстве (𝑡, 𝑥) [11].
В [9] показано, что если множество W не ограничено и предель-
ная система вполне управляема на инварианте, то она может быть
аппроксимирована траекториями исходной системы (4) с любой точ-
ностью при достаточно большом управлении 𝑤. В [12] доказана
соответствующая теорема.

Как видно, производная задача аналогична исходной и может
быть преобразована также к производной задаче следующей ступени
и т.д., т.е. такое преобразование рекурсивно, что позволяет много-
кратно понижать порядок производной системы.

В общем случае ослабленной системы (2) фиксируются некото-
рые кусочно-постоянные программы 𝑢𝑙*(𝑡) = 𝑢𝑙𝑞, 𝑞 ∈ [𝑡𝑞, 𝑡𝑞+1) и на
каждом таком интервале делается переход к производной системе (6)
с параметрами 𝑢𝑙𝑞:

𝑦̇ = 𝜂𝑥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0𝑞) + 𝜂𝑡, 𝑥 ∈ Q(𝑡, 𝑦) = {𝑥 : 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥)},

где 𝑦 — интеграл предельной системы
𝑑𝑥

𝑑𝜏
= ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙𝑞)𝛼, 𝛼 — вектор-

столбец линейных управлений (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚), а матрица

ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙𝑞) = (𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢1𝑞)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0𝑞), . . . , 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑚𝑞)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0𝑞)) .
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В случае ослабленной системы (3):

𝑥𝑑(𝑞 + 1) = 𝑥(𝑡𝐹 (𝑞)), 𝑥(𝑡𝐼(𝑞 + 1)) = 𝑥𝑑(𝑞 + 1),

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0𝑞) +

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙𝑞)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0𝑞)), 𝑚 ≤ 𝑛.

Поскольку в этом представлении дискретная система верхнего уровня
не содержит линейных управлений, то производная система для нее
не выписывается, а на каждом интервале постоянства 𝑞 ∈ [𝑡𝑞, 𝑡𝑞+1)
производная система на нижнем уровне имеет свое магистральное
решение, которое может быть аппроксимировано траекториями ис-
ходной системы по схеме, предложенной в теореме, излагаемой в
разделе 4.3. Такая дискретно-непрерывная модель аппроксимирует с
любой точностью непрерывную дифференциальную систему, назы-
ваемую сопровождающей [14], которая также ведет к идеальному
решению:

𝑦̇ = 𝜂𝑥(𝑡, 𝑥, {𝑢𝑙})𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0) + 𝜂𝑡(𝑡, 𝑥, {𝑢𝑙}).
При ограниченных управлениях магистральные решения аппрок-

симируются решениями исходной задачи (рассматривается в разде-
ле 4.3), как и в предыдущем случае, но не с любой точностью (эта
точность может быть ограничена). Для улучшения построенного при-
ближенного магистрального решения строится внешняя оценка допу-
стимой области достижимости [7,9]. Это позволяет косвенно учесть
отброшенные ограничения на линейные управления при поиске иде-
ального магистрального решения путем их замены подходящими
фазовыми ограничениями.

Пример 2.

𝑥̇1 = cos 𝑥2 − (𝑢)2, 𝑥̇2 = 𝑢, |𝑢| ≤ 1,

𝑡 ∈ [0, 2𝜋], 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 𝑥2(2𝜋) = 0, 𝐼 = 𝑥1(2𝜋) → min .

Для заданного отрезка времени эта задача невырожденная, т.е. имеет
допустимое решение, хотя найти его непросто, поскольку оно содер-
жится, как нетрудно проверить, в континуальном множестве экс-
тремалей Понтрягина. Действительно, выпишем условия принципа
максимума Понтрягина:

𝐻 = 𝜓1(cos𝑥2 − (𝑢)2) + 𝜓2𝑢,

𝜓̇1 = −𝐻𝑥1 = 0, 𝜓̇2 = −𝐻𝑥2 = 𝜓1 sin𝑥2,
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𝜓1(2𝜋) = −1, 𝜓2(2𝜋) = 0, 𝜓1 = −1, 𝐻 → max
|𝑢|≤1

.

Меняя 𝜓2(0) от −2 до 2 получим семейство экстремалей вида (см.
рис. 3б), «прижимающихся» к оси 𝑡 : 𝑥2(𝑡) = 0.

Заменим исходную систему системой с овыпукленным множе-
ством скоростей (рис. 3а):

𝑥̇1 = cos 𝑥2 − 𝑤1, 𝑥̇2 = 𝑤2, (𝑤2)2 ≤ 𝑤1 ≤ 1, |𝑤2| ≤ 1.

Построим внешнюю оценку области достижимости (рис. 3в), гра-
ницы которой совпадают с точными и описываются уравнениями:

𝑥̇1𝑙,𝑢 = cos (𝑥2)𝑢,𝑙 − (𝑤1)𝑢,𝑙, 𝑥̇2𝑢,𝑙 = ±1, |𝑤2| ≤ 1,

при указанных выше граничных условиях. Снимем ограничения

а) Множество
скоростей

б) Семейство
экстремалей

в) Оценка области
достижимости

Рис. 3.

на управления 𝑤1, 𝑤2. Множество скоростей расширяется до всей
плоскости. Ему соответствует также вся плоскость (𝑥1, 𝑥2) в ка-
честве интегрального многообразия, т.е. производная задача — это
задача о минимуме 𝐼 = 𝑥1(2𝜋) без дифференциальных связей. При
построенных границах множества достижимости решением служит,
например, (𝑥2)𝑢(𝑡), 𝑤

1(𝑡) = 1, 𝑤2 = ±1, которая при наложении
связей задает решение исходной задачи, соответствующее верхней
границе (𝑥2)𝑢(𝑡). Аналогично получается симметричное решение, со-
ответствующее нижней границе.

Пример 3.

𝑥̇1 = (𝑥2)2 + (𝑢)2, 𝑥̇2 = 𝑢, |𝑢| ≤ 1,

𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥1(0) = 0, 𝑥2(1) = 𝑥2(1) = 1, 𝐼 = 𝑥1(1) → min .
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Система с овыпукленным множеством скоростей:

𝑥̇1 = (𝑥2)2 + 𝑤1, 𝑥̇2 = 𝑤2, (𝑤2)2 ≤ 𝑤1 ≤ 1, |𝑤2| ≤ 1.

Выполняя преобразования как и в примере 2, получаем задачу о
минимуме 𝑥1(1) с учетом построенных границ:

𝑥̇1𝑙 = (𝑥2)2 + 𝑤1, 𝑥2 ≥ 𝑥2𝑙 (𝑡), 𝑤1 ≥ 0.

Граница для 𝑥2𝑙 (𝑡) строится аналогично предыдущему примеру, а
решением служит пара 𝑥2𝑙 (𝑡), 𝑤

1(𝑡) = 0, которая, в отличие от при-
мера 2, исходным связям не удовлетворяет. В качестве начального
приближения управления в исходной задаче можно взять 𝑢(𝑡) = 0,
либо 𝑢 = 𝑥̇2𝑙 (𝑡). При 𝑢(𝑡) = 0 значение 𝐼 меньше, так что целесообраз-
но выбрать 𝑢(𝑡) = 0, что в данном случае отвечает здравому смыслу.

а) Множество скоростей б) Приближенные решения

Рис. 4.

3. Общая схема приближенного исследования исходной
задачи

Предлагается следующая схема исследования исходной задачи.
1. Строится внешняя оценка области в пространстве (𝑡, 𝑥), запол-

няемой допустимыми траекториями.
2. Выполняется преобразование исходной задачи к задачам с

линейными управлениями.
3. Выбирается одна из эквивалентных задач и находится ее иде-

альное магистральное решение.
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4. Производится аппроксимация идеального магистрального ре-
шения допустимым решением эквивалентной задачи.

5. Полученное магистральное решение принимается в качестве
начального приближения и уточняется некоторым итерационным
методом.

6. Уточненное решение эквивалентной задачи реализуется как
скользящий режим исходной системы общего вида, в частности ока-
зывается ее допустимым решением.

Поиск идеальной магистрали может проводиться итерационными
методами применительно к производной задаче.

Рассмотренная схема, как видно, многовариантна: на всех этапах
появляются различные варианты, которые могут быть применены в
конкретных случаях.

4. Реализация этапов общей схемы

В этой части исследование проводилось для ослабленной системы
с выпуклым скоростным годографом, при предположении о коммута-
тивности некоторого набора столбцов матрицы ℎ(𝑡, 𝑥) для ослаблен-
ной системы (4). Коммутативность, как известно [9,15], выражается
условием

ℎT𝑚
𝜕ℎ𝑙
𝜕𝑥

− ℎT𝑙
𝜕ℎ𝑚
𝜕𝑥

= 0, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,(10)

где ℎ𝑚, ℎ𝑙 — 𝑚- и 𝑙-столбцы матрицы ℎ(𝑡, 𝑥) соответственно, 𝜕ℎ𝑚/𝜕𝑥,
𝜕ℎ𝑙/𝜕𝑥 — матрицы частных производных ℎ𝑚, ℎ𝑙 по компонентам 𝑥.
Выполнение этого условия означает, что инвариант предельной си-
стемы имеет ту же размерность 𝑘, что и вектор управления 𝑤. Для
скалярного управления 𝑤 это условие выполняется тривиально.

Обратим внимание, что рассмотренная схема не требует постро-
ения множества W, что в общем случае является трудоемкой проце-
дурой. Достаточно построить аффинную оболочку исходного множе-
ства скоростей, поскольку идеальное магистральное решение ищется
при предположении о неограниченности этого множества W, иными
словами, о том, что овыпукленное множество скоростей совпадает со
своей аффинной оболочкой.
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4.1. Построение оценок границ допустимой области

На этапе 1 строятся простые (параллелепипедные) оценки границ
допустимой области по методике ([7], С. 59) на основе оценок мно-
жеств достижимости (МД), порождаемых некоторыми начальными
условиями. Построению множеств достижимости аналитическому и
численному, исследованию их свойств и оценкам (внешним и внут-
ренним) посвящена обширная литература, например [9,16–22]. При-
меняемая здесь процедура построения оценок МД разработана в ([9],
гл. 5) с помощью семейств функций типа Кротова. Среди них особое
место занимают простые оценки, когда оценочные функции совпа-
дают с фазовыми координатами. На их основании в [7] предложена
следующая методика построения параллелепипедных оценок границ
допустимой области для общей задачи оптимального управления,
поставленной в разделе 1.

Значения всевозможных функций 𝑥(𝑡), соответствующих классу
D, при данном 𝑡, образуют некоторое множество X(𝐷)(𝑡), называемое
условно допустимой областью достижимости. Очевидно, задача
не исказится, если в постановке или на любом этапе исследования
заменить множество X(𝑡) множеством X(𝐷)(𝑡) или любым другим
промежуточным между X(𝑡) и X(𝐷)(𝑡) множеством X(*)(𝑡), т.е. таким,
что X(𝐷)(𝑡) ⊆ X(*)(𝑡) ⊆ X(𝑡).

Для построения множества X(𝐷)(𝑡), образуем из исходной си-
стемы (1) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) следующую систему 2𝑛 дифференциальных
уравнений:{︃

𝑥̇𝑖𝑙,𝑢 = (inf, sup)𝑓 𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑢) , 𝑢 ∈ U, 𝑥 ∈ K𝑖(𝑡, 𝑥𝑖𝑙,𝑢),

K𝑖(𝑡, 𝑥𝑖𝑙,𝑢) = {𝑥 : 𝑥𝑗𝑙 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑥𝑗𝑢, 𝑗 ̸= 𝑖} ∩X(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
(11)

Решим задачу Коши для этой системы при начальных условиях
𝑥𝑖𝑙,𝑢(𝑡𝐼) = 𝑥𝑖𝐼 , где Γ𝑥𝑖(T) — проекция множества Γ(T) на ось 𝑥𝑖.

Аналогичное построение проведем, интегрируя справа налево си-
стему, отличающуюся от (11) только тем, что операции (inf, sup)𝑓 𝑖

заменены на противоположные (sup, inf)𝑓 𝑖. Начальные условия за-
даются следующим образом: 𝑥𝑖𝑙,𝑢(𝑡𝐹 ) = inf, sup(Γ𝑥𝑖 ∩X(𝑡𝐹 )). Тогда в
качестве X(𝐷)(𝑡) может быть принято следующее множество:

X(𝐷)(𝑡) = {𝑥 : 𝑥𝑖𝑙 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖𝑢, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} ∩X(𝑡).
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Эта оценка получается из общей процедуры оценивания множеств
достижимости [9] с помощью оценочного семейства функций ти-
па Кротова, если в качестве такового принять простейший набор
{𝜙𝑖(𝑡, 𝑥) = ±𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.

4.2. Алгоритмы построения аффинной оболочки

На этапе 2 предлагается два достаточно простых алгоритма по-
строения аффинной оболочки, основанных на дискретной аппрокси-
мации исходного множества U конечным набором из 𝑚 точек, каж-
дой из которых соответствует некоторый вектор скорости 𝑣𝑙(𝑡, 𝑥) =
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙), 𝑙 = 1, . . . ,𝑚.

Алгоритм 1.
1. Для любых двух точек из выбранных (для удобства 𝑣1(𝑡, 𝑥)

и 𝑣2(𝑡, 𝑥)) строится аффинная оболочка наименьшей размерности
— прямая: 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝛼1𝑣1(𝑡, 𝑥) + 𝛼2𝑣2(𝑡, 𝑥), иначе, 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑣1(𝑡, 𝑥) +
(𝑣2(𝑡, 𝑥)− 𝑣1(𝑡, 𝑥))𝛼2.

2. Далее последовательно проверяются точки 𝑣𝑘(𝑡, 𝑥) (𝑘 = 3, ...,𝑚)
на принадлежность построенной аффинной оболочке с заданной точ-
ностью 𝜖. В случае принадлежности точка исключается, иначе —
строится новая аффинная оболочка большей размерности вида

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑣1(𝑡, 𝑥) +

𝑘∑︁
𝑖=2

(𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)− 𝑣1(𝑡, 𝑥))𝛼𝑖.

Более конкретно: минимизируется по 𝛼𝑖 квадрат нормы невязки

|𝑣𝑘+1−
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑣𝑖𝛼𝑖|2, и проверяется результат max
𝑥∈X(𝐷)(𝑡)

|𝑣𝑘+1−
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑣𝑖𝛼𝑖| ≤ 𝜖.

При выполнении этого неравенства соответствующая точка из набора
исключается.

3. На выходе алгоритма получается уравнение гиперплоскости

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤,(12)

где 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑣1(𝑡, 𝑥), ℎ(𝑡, 𝑥) — матрица столбцов вида (𝑣𝑙(𝑡, 𝑥) −
𝑣1(𝑡, 𝑥)), 𝑤 ∈ W(𝑡, 𝑥) — вектор управления размерности аффинной
оболочки.

На этапе 3 алгоритма, по существу, применяется известный метод
наименьших квадратов, который сводится к решению невырожденной
системы линейных алгебраических уравнений.
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Алгоритм 2.
1. Выписывается аффинная комбинация всех выбранных точек

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑣1(𝑡, 𝑥) +

𝑚∑︁
𝑖=2

(𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)− 𝑣1(𝑡, 𝑥))𝛼𝑖,(13)

т. е. 𝑣 = 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ̄(𝑡, 𝑥)𝛼.
2. Далее определяется носитель ранга матрицы ℎ̄(𝑡, 𝑥), остальные

слагаемые в (13) исключаются (эта стандартная операция, содержа-
щаяся, например, в пакете MAPLE).

3. Получается уравнение гиперплоскости (12), где 𝑤 — вектор
управления, состоящий из 𝛼𝑖, удовлетворяющих базисным столбцам.
Размерность вектора управления равна размерности аффинной обо-
лочки.

Предполагается, что ранг при различных значениях 𝑡 и 𝑥 не изме-
няется. Если это условие не выполняется для всех 𝑡, 𝑥, целесообразно
применять дискретно-непрерывное представление.

Пример 4. Рассматривается следующая система⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥2𝑢+ (𝑥3)2(𝑢)3,

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢+ 𝑥1(𝑥2)2,

𝑥̇3 = 𝑥2 − 𝑢+ 𝑥1(𝑢)4,

𝑥̇4 = 𝑥3𝑢+ 𝑥2,

𝑢 ∈ [−5, 5].

В результате работы обоих алгоритмов получается:

𝑔(𝑡, 𝑥) = (−5𝑥2 − 125(𝑥3)2, 𝑥1(𝑥2)2 − 5𝑥3, 625𝑥1 + 𝑥2 + 5, 𝑥2 − 5𝑥3)T,

ℎ(𝑡, 𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
𝑥2 + 61(𝑥3)2 2𝑥2 + 98(𝑥3)2 3𝑥2 + 117(𝑥3)2

𝑥3 2𝑥3 3𝑥3

−1− 369𝑥1 −2− 544𝑥1 −3− 609𝑥1

𝑥3 2𝑥3 3𝑥3

⎞⎟⎟⎠ ,

а 𝑤 — вектор-столбец (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3).

4.3. Поиск идеального магистрального решения и его
аппроксимация допустимыми

На этапе 3 рассматриваются всевозможные сочетания коммути-
рующих столбцов матрицы ℎ(𝑡, 𝑥) (удовлетворяющих условию (10),
которое заведомо выполняется для 𝑛 × 1-матрицы) и для каждого
сочетания строится производная система для системы вида

𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ1(𝑡, 𝑥)𝑤1 + ℎ2(𝑡, 𝑥)𝑤2,
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где ℎ2(𝑡, 𝑥) — подматрица с коммутирующими столбцами, ℎ1(𝑡, 𝑥) —
подматрица с остальными столбцами. Производная система получает-
ся с инвариантом 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥) предельной системы 𝑑𝑥/𝑑𝜏 = ℎ2(𝑡, 𝑥)𝑤2:

𝑦̇ = 𝜂𝑥(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ1(𝑡, 𝑥)𝑤1), 𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥).(14)

Существование взаимно однозначных при каждом 𝑡 отображений
𝑦 = 𝜂(𝑡, 𝑥), 𝑧 = 𝜁(𝑡, 𝑥) и 𝑥 = 𝜉(𝑡, 𝑦, 𝑧) позволяет привести систему (14)
и остальные атрибуты задачи оптимального управления к виду

𝑦̇ = 𝑔𝑦(𝑡, 𝑦, 𝑧) + ℎ̃(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑤1,(15)

𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝑦 ∈ Y(𝑡) ⊂ R𝑛−𝑘, 𝑦(𝑡𝐹 ) ∈ Γ𝑦(𝑡),

𝐼𝑦 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
𝑧
𝐹 (𝜉(𝑡𝐹 , 𝑦, 𝑧)).

Замена скоростного годографа (15) его аффинной оболочкой приво-
дит к системе вида (4), что позволяет перейти рекурсивно к про-
изводной системе следующей ступени, и т.д. Для этого достаточно
построить аффинную оболочку множества скоростей системы (15) с
учетом априорной оценки множества X(𝐷)(𝑡), полученной на этапе 1
общей процедуры.

На этапе 4 идеальное магистральное решение в окрестностях
точек разрыва траектории заменяется допустимым решением с до-
статочно большим управлением 𝑤2 ∈ W2. При неограниченном W2

это обеспечивает приближение к идеальному с любой точностью, ина-
че — с ограниченной точностью. Применяется метод экстремального
прицеливания Н.Н. Красовского, который сводит поиск аппрокси-
мирующего управления 𝑤2 к конечномерной оптимизации при каж-
дом 𝑡. При больших 𝑤2 используется замена времени по правилу
𝑑𝑡/𝑑𝜏 = 1/|𝑤2|:

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

1

|𝑤2|
(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ1(𝑡, 𝑥)𝑤1) + ℎ2(𝑡, 𝑥)

𝑤2

|𝑤2|
,

𝑑𝑡

𝑑𝜏
=

1

|𝑤2|
.(16)

Очевидно, при |𝑤2| → ∞ (16) переходит в предельную систему (7).
Будем искать 𝑤2 из условия⃒⃒⃒⃒

𝑑𝑥

𝑑𝜏
− 𝑑𝑥̄

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
→ min

𝑤2∈W2

,

иначе, после подстановки правой части (16),⃒⃒⃒⃒
1

|𝑤2|
(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ1(𝑡, 𝑥)𝑤1) + ℎ2(𝑡, 𝑥)

𝑤2

|𝑤2|
− 𝑑𝑥̄

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
→ min

𝑤2∈W2

.
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Отсюда видно, что решение сводится к конечномерной операции
минимизации, которой замыкается система (16). Поскольку предель-
ная система и система (16) начинаются из некоторой общей точки
(𝑡′, 𝑥′), их траектории в пространстве (𝑡, 𝑥) будут при естественных
теоретико-функциональных предположениях сколь угодно близки.
Этим и оправдывается применение данного способа. Аппроксимиру-
ющая траектория продолжается до точки (𝑡′′, 𝑥′′) на минимальном
расстоянии от целевой магистрали, т.е. удовлетворяющей условию
|(𝑡(𝜏), 𝑥(𝜏)) − (𝑡, 𝑥̄(𝑡))| → min

𝜏
. От этой точки интегрируется система

(16) при магистральном 𝑤2 до начала следующего переходного участ-
ка (например, до следующей точки разрыва), и т.д. Таким образом,
получается приближенное магистральное решение.

Верхняя оценка приближения определяется следующими нера-
венствами:

𝐼(𝑚̃)− inf
D
𝐼 ≤ Δ = 𝐼(𝑚̃)− 𝐼(𝑚̄),

где 𝑚̃ ∈ D — допустимое решение исходной задачи, 𝑚̄ — идеальное
магистральное решение.

Пример 5. (Управление линейным осциллятором).

𝑥̇1 = 𝑥2𝑢, 𝑥̇2 = −1− 𝑥1𝑢, |𝑢| ≤ 𝑎, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝐹 ], 𝑡𝐹 = 3,

𝑥(0) = 𝑥0, 𝐼 = 𝑐𝑥2(𝑡𝐹 ) → inf, 𝑐 = ±1.
(17)

Система в (17) относится к типу (4). Идеальное магистральное ре-
шение при 𝑐 = −1 показано на рис. 5 и получается переходом к
производной системе. Для этого записывается предельная система и
находится ее интеграл

𝑑𝑥1/𝑑𝜏 = 𝑥2𝑢, 𝑑𝑥2/𝑑𝜏 = −𝑥1𝑢, 𝑦 = |𝑥|.

После удобной замены переменных 𝑥1 = 𝑦 cos 𝜃, 𝑥2 = 𝑦 sin 𝜃 получает-
ся производная задача (1-го порядка)

𝑦̇ = − sin 𝜃, 𝑦0 = |𝑥0|, 𝐼 = 𝑐𝑦(𝑡𝐹 ) sin 𝜃(𝑡𝐹 ) → inf .

Решение (почти очевидное): sin 𝜃 = −1, sin 𝜃(𝑡𝐹 ) = −𝑐. Его траектория
имеет единственный разрыв в точке 𝑡𝐹 = 3.

Рассматриваются ограничения вида |𝑢| ≤ 𝑎, 𝑎 = 1; 2; 5; 10. Резуль-
таты представлены на рис. 5. Видно, что с увеличением 𝑎 прибли-
женное магистральное решение аппроксимирует идеальное с возрас-
тающей точностью.
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Рис. 5. Результаты аппроксимации

Основанием для предлагаемых построений служат конструкции
членов аппроксимирующей последовательности при неограниченном
управлении, а также следующая теорема о точном магистральном
решении представительной задачи со скалярным линейным управле-
нием.

Теорема 3. Пусть 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) — идеальное магистральное реше-
ние для следующей задачи:

𝑦̇ = 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑦(𝑡𝐼) = 𝑦𝐼 , 𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 ), 𝑧(𝑡𝐹 )) → inf,(18)

𝑧̇ = 𝑢, 𝑢 ∈ [𝑢min, 𝑢max], 𝑧(𝑡𝐼) = 𝑧𝐼 ,

(со свободным правым концом) с единственной магистралью 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)
на отрезке [𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ], где на интервале (𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ) 𝑧(𝑡) дифференцируема и
𝑧̇ ∈ [𝑢min, 𝑢max]. Функция Беллмана 𝐵(𝑡, 𝑦) соответствующей про-
изводной задачи (18) при любом фиксированном 𝑧(𝑡𝐹 ) = 𝑧𝐹 гладкая,
ее производная в силу системы 𝐵𝑦𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝐵𝑡 строго выпукла по 𝑧
при любых 𝑡 и 𝑦 в рассматриваемой области. Тогда точное решение
этой задачи получается в общем случае как решение производной
системы при непрерывном 𝑧*(𝑡), состоящим из трех участков: на-
чального и конечного, получаемых при граничных управлениях 𝑢, и
среднего участка, на котором 𝑧*(𝑡) = 𝑧(𝑡).

Доказательство. Зафиксируем 𝑧(𝑡𝐹 ) = 𝑧𝐹 как параметр и по-
строим границы решений уравнения 𝑧̇ = 𝑢 при заданных 𝑧(𝑡𝐼), 𝑧(𝑡𝐹 )
как решения этого уравнения при 𝑢 = {𝑢min, 𝑢max}, проходящие через
фиксированные точки (𝑡𝐼 , 𝑧(𝑡𝐼)), (𝑡𝐹 , 𝑧(𝑡𝐹 )) (рис. 6).

Рассмотрим обобщенный лагранжиан задачи с функцией Кротова
𝜙, заданной как функция Беллмана производной задачи с обратным
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Рис. 6. Идеальная магистраль и допустимая область

знаком 𝜙 = −𝐵(𝑡, 𝑦):

𝐿 = 𝐺(𝑦𝐹 , 𝑧𝐹 )−
∫︁ 𝑡𝐹

𝑡𝐼

𝑅(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑡,

𝐺(𝑦, 𝑧) = 𝐹 𝑦(𝑦, 𝑧) + 𝜙(𝑡𝐹 , 𝑦)− 𝜙(𝑡𝐼 , 𝑦𝐼),

𝑅(𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝜙𝑇
𝑦 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝜙𝑡.

Поскольку 𝐺(𝑦𝐹 , 𝑧𝐹 ) = const = −𝜙(𝑡𝐼 , 𝑦𝐼), то минимум 𝐿 соответству-
ет максимуму функции 𝑅(𝑡, 𝑦, 𝑧) при каждом 𝑡 (поскольку граничная
точка (𝑡𝐹 , 𝑧(𝑡𝐹 )) фиксирована) и достигается на магистрали 𝑧(𝑡), если
при данном 𝑡 𝑧(𝑡) лежит в пределах построенных границ и на одной
из этих границ, если магистраль выходит за эти границы. Это как раз
соответствует аппроксимации, построенной по указанному правилу.
Варьируя 𝑧(𝑡𝐹 ) как параметр, получим семейство границ и зависи-
мость функционала 𝐿(𝑧(𝑡𝐹 )), совпадающего с 𝐼 на этом семействе,
которую и следует минимизировать. Тем самым определяется точка
𝑧(𝑡𝐹 ) и магистральное решение, которое оказывается точным, по-
скольку выполняются достаточные условия оптимальности. Отсюда
следует утверждение теоремы. �

Отметим, что фигурирующая в теореме задача представляет со-
бой обобщение вырожденной задачи о минимуме простейшего функ-
ционала вариационного исчисления, для которой впервые был пред-
ложен так называемый «другой формализм» [23], как специальный
способ задания разрешающей функции Кротова для такой задачи.
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4.4. Исследование задачи Фуллера третьего порядка

В целом, в результате многоступенчатой аппроксимации соот-
ветствующая программа 𝑤2(𝑡) приобретает выраженный переключа-
тельный характер, причем число переключений растет с увеличени-
ем числа ступеней. Об этом дает представление приложение данного
подхода к известной задаче Фуллера третьего порядка [24]:

𝑥̇0 = (𝑥1)2, 𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝐼 = 𝑥0(1) → inf, 𝑥0(0) = 0, 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 1.

Здесь производные задачи различных ступеней получаются простым
исключением дифференциальных связей, а магистрали обеих ступе-
ней — нулевые.
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Рис. 7. Аппроксимация

Эксперимент состоит в том,
что на каждой ступени этой
задачи производится аппрокси-
мация в классе кусочно-непре-
рывных управлений и дается ее
сравнение с аппроксимацией в
классе кусочно-гладких управ-
лений.

Вначале рассматривается
идеальное магистральное реше-
ние второй ступени: 𝑥1(0) = 1,
𝑥1(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0, 1]. Она ап-
проксимируется решением про-
изводной системы первой ступе-
ни. Для этого строится кусочно-
гладкая функция 𝑥1(𝑡) = −𝑠𝑡+1

при 𝑡 = [0, 𝑡*𝑠), 𝑥1(𝑡) = 0 при
𝑡 = [𝑡*𝑠, 1], где 𝑡*𝑠 = 1/𝑠 (рис. 7).
Отсюда из уравнения 𝑥̇1 = 𝑥2,
𝑥2(𝑡) = −𝑠 при 𝑡 = [0, 𝑡*𝑠), 𝑥2(𝑡) = 0 при 𝑡 = [𝑡*𝑠, 1]. Как видно,
𝑥2(𝑡) претерпевает разрывы в точках 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡*𝑠. Это идеаль-
ное магистральное решение исходной системы. Оно в свою очередь
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аппроксимируется кусочно-гладкой траекторией:

𝑥2𝑠𝑞(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑞𝑡+ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1𝑠𝑞),

−𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡1𝑠𝑞, 𝑡
2
𝑠𝑞),

𝑞𝑡− 𝑞/𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑠𝑞, 𝑡
*
𝑠),

0, 𝑡 ∈ [𝑡*𝑠, 1];

𝑢𝑠𝑞 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑞, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1𝑠𝑞),

0, 𝑡 ∈ [𝑡1𝑠𝑞, 𝑡
2
𝑠𝑞),

𝑞, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑠𝑞, 𝑡
*
𝑠),

0, 𝑡 ∈ [𝑡*𝑠, 1];

где 𝑡1𝑠𝑞 = (𝑠 + 1)/𝑞, 𝑡2𝑠𝑞 = (𝑞/𝑠 − 𝑠)/𝑞. В результате получается до-
пустимая двухиндексная последовательность {𝑚𝑠𝑞} = {𝑥𝑠𝑞(𝑡), 𝑢𝑠𝑞} и
соответствующая последовательность 𝐼𝑠𝑞. Из нее выбирается одно-
индексная последовательность {𝑚𝑠} = {𝑚𝑠𝑞(𝑠)}, где 𝑞(𝑠) задается по
правилу |𝐼𝑠 − inf 𝐼| ≈ |𝐼𝑠 − 𝐼𝑠𝑞|, индексы 𝑠 и 𝑞 целые.

Это решение сравнивается с гладкой траекторией выхода в точку
𝑡*𝑠, где 𝑥1(𝑡) задавалось в виде многочлена 𝑥1(𝑡) = (1− 𝑡𝑠)2(1+2𝑡𝑠+ 𝑡)
при 𝑡 ∈ [0, 𝑡*𝑠) и 𝑥1(𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [𝑡*𝑠, 1] (В.В. Трушков [25]).

Результаты сравнения представлены на рис. 8 (при 𝑠 = 2) и в
табл. 1. Как видно, первый способ, хотя и более сложный дает мень-
шее значение функционала, т.е. в этом смысле он более эффективен.

Таблица 1.

𝑠 2 3 5
𝐼1 0.2294 0.1421 0.0791
𝐼2 0.2708 0.1759 0.1033

4.5. Итерационное улучшение приближенного
магистрального решения

На этапе 5 строится алгоритм итерационного улучшения при-
ближенного магистрального решения как начального приближения,
применимый на различных этапах общей схемы. В основу положен
известный метод Кротова глобального улучшения управления [26].
Предлагается модификация метода, которая состоит в замене исход-
ного множества скоростей его выпуклой оболочкой. Это повышает
его эффективность, поскольку сводит основную операцию к макси-
мизации линейной формы относительно управления на выпуклом
множестве, которое может быть существенно шире исходного ско-
ростного годографа.
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Рис. 8. Результаты сравнения способов аппроксимации

Напомним вкратце идею метода применительно к управляемой
системе общего вида (1). Задача улучшения состоит в том, чтобы для
заданного процесса 𝑚I ∈ D найти другой (лучший) процесс 𝑚II ∈ D,
на котором значение функционала меньше: 𝐼(𝑚II) < 𝐼(𝑚I). Рекур-
сивное повторение операции улучшения приводит к итерационной
процедуре, порождающей улучшающую, в частности минимизирую-
щую, последовательность.

Эта задача решается по принципу расширения [2] заменой исход-
ной задачи (D, 𝐼) на ее расширение (E, 𝐿), где E получается исклю-
чением дифференциальной связи, а 𝐿 — обобщенный лагранжиан
Кротова

𝐿 = 𝐺(𝑥(𝑡𝐹 ))−
𝑡𝐹∫︁

𝑡𝐼

𝑅(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡,

𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝜙(𝑡𝐹 , 𝑥)− 𝜙(𝑡𝐼 , 𝑥(𝑡𝐼)),

𝑅(𝑡, 𝑥, 𝑢) = 𝜙𝑇
𝑥 (𝑡, 𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜙𝑡(𝑡, 𝑥),

𝜙(𝑡, 𝑥) — гладкая функция, которая в общем случае задается как ре-
шение задачи Коши для линейного уравнения в частных производных
[27]

𝜙𝑇
𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢

I(𝑡)) + 𝜙𝑡 = 0, 𝐹 (𝑥) + 𝜙(𝑡𝐹 , 𝑥) = 0.(19)
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Процедура решения состоит из следующих шагов.
1. Для некоторой заданной программы управления 𝑢I(𝑡) слева на-

право интегрируется система (1). Получается пара 𝑚I = (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))I.
2. Справа налево интегрируется уравнение в частных производ-

ных (19). Получается некоторое решение 𝜙(𝑡, 𝑥).
3. Слева направо интегрируется система (1), при этом управ-

ление получается из условия максимума соответствующей функции
𝑅(𝑡, 𝑥, 𝑢):

𝑢̃(𝑡, 𝑥) = arg max
𝑢∈U(𝑡,𝑥I(𝑡))

𝑅̃(𝑡, 𝑥, 𝑢).

В результате получается пара 𝑚II(𝑡) = (𝑥II(𝑡), 𝑢II(𝑡) = 𝑢̃(𝑡, 𝑥II(𝑡))),
такая что 𝐼(𝑚II(𝑡)) ≤ 𝐼(𝑚I(𝑡)).

Эта процедура генерирует итерационный процесс и соответству-
ющую улучшающую последовательность элементов {𝑚𝑠} ∈ D, сходя-
щуюся по функционалу, если он ограничен снизу.

Для линейных относительно состояния задач

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) = 𝐴(𝑡, 𝑢)𝑥+𝐵(𝑡, 𝑢), 𝐹 (𝑥) = 𝑐T𝑥,

уравнениям (19) удовлетворяет линейная по 𝑥 функция 𝜙 вида
𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝜈(𝑡) + 𝜓T(𝑡)𝑥, и (19) сводятся к задаче Коши для систе-
мы 𝑛+ 1 обыкновенных дифференциальных уравнений

𝜓̇(𝑡) = −𝐴T(𝑡, 𝑢I(𝑡))𝜓(𝑡), 𝜓(𝑡𝐹 ) = −𝑐,

𝜈̇(𝑡) = −𝐵T(𝑡, 𝑢I(𝑡))𝜓(𝑡), 𝜈(𝑡𝐹 ) = 0.

Для линейно-квадратических относительно переменных состоя-
ния задач

𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑢)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡, 𝑢), 𝑥̇0 = 𝑥T𝑎(𝑡, 𝑢)𝑥,

𝐼 = 𝑥0(𝑡𝐹 ) + 𝜂T𝑥(𝑡𝐹 ) + 𝑥T(𝑡𝐹 )𝜌𝑥(𝑡𝐹 ),

уравнениям (19) удовлетворяют линейно-квадратическая 𝜙

𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑥0) = 𝜈(𝑡)− 𝑥0 + 𝜓(𝑡)𝑥+ 1/2𝑥T𝜎(𝑡)𝑥,

коэффициенты которой получаются ее подстановкой в (19).
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В общем случае нелинейных систем операторы улучшения могут
строиться путем задания функции 𝜙 в форме многомерных степенных
полиномов и такой же полиномиальной аппроксимации в заданной
области соотношений (19) на некоторой сетке узлов в окрестности
текущего приближения. Размеры окрестности могут регулироваться
по принципу локализации во взаимосвязи с порядком аппроксими-
рующих полиномов. Это дает возможность строить разнообразные
итерационные процедуры различных порядков, в том числе — много-
методные [28,29], с учетом специфики конкретных задач и с ориен-
тацией на параллельные вычисления.

В [30] была проведена серия вычислительных экспериментов с
алгоритмами, реализующими метод глобального улучшения и его
локализованные версии с целью изучения возможности улучшения
неподвижных элементов. Для рассматриваемого алгоритма глобаль-
ного улучшения и его модификаций любая экстремаль Понтряги-
на (решение уравнений принципа максимума Понтрягина) является
неподвижным элементом соответствующего оператора улучшения.
Однако неподвижность элемента не означает, что он не улучшаем тем
же самым итерационным алгоритмом. Как наглядно демонстрируют
проведенные вычислительные эксперименты, малое возмущение не
оптимального (хотя бы локально) неподвижного элемента активизи-
рует итерационный процесс улучшения до достижения локального
оптимума. С другой стороны, попытка улучшить оптимальный эле-
мент за счет его малого возмущения возвращает к исходному. Иными
словами, оптимальность в терминах алгоритмов улучшения непо-
средственно связана с устойчивостью итерационного процесса. Это
относится и к таким специфическим элементам как особые режимы
экстремалей Понтрягина, где соответствующее управление в резуль-
тате операции улучшения определяется неоднозначно.

Как отмечалось в [31], для нелинейных относительно управле-
ний моделей применение операции овыпукления множества скоро-
стей позволяет расширить — подчас весьма существенно — область
поиска улучшенных режимов управления и направлений улучше-
ния, и в приложении к тому или иному методу улучшения создает
потенциальную возможность повысить его эффективность. Это об-
стоятельство мотивирует следующую модификацию представленного
выше метода глобального улучшения, вполне естественную в контек-
сте данной работы, где с самого начала рассматривается система
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(4) с овыпукленным множеством скоростей, эквивалентная исходной.
Укажем изменения в описанном выше алгоритме, связанные с этой
модификацией:

𝑅(𝑡, 𝑥, 𝑤) = 𝜙T
𝑥 (𝑡, 𝑥)𝑔(𝑡, 𝑥) + 𝜙T

𝑥 (𝑡, 𝑥)ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤 + 𝜙𝑡(𝑡, 𝑥),

𝜙T
𝑥 𝑔(𝑡, 𝑥) + 𝜙T

𝑥ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤
I(𝑡) + 𝜙𝑡 = 0,

𝑤̃(𝑡, 𝑥) = arg max
𝑤∈W(𝑡,𝑥I(𝑡))

(𝜙T
𝑥 (𝑡, 𝑥)ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤).

Видно, что основная операция метода — поиск максимума функции
𝑅 по 𝑤 сводится к хорошо изученной задаче выпуклого програм-
мирования, более точно, к задаче о максимуме линейной формы на
выпуклом множестве.

Для сложных систем эта задача может решаться итерационны-
ми методами, в частности, градиентными. Выпишем конструкции,
необходимые для применения градиентных процедур:

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑤) = 𝜓T(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤),

𝜓̇ = −𝜓T
𝑥 𝑔 − 𝜓T𝑔𝑥 + (𝜓T

𝑥 ℎ+ 𝜓Tℎ𝑥)𝑤
I, 𝜓(𝑡𝐹 ) = −𝐹𝑥(𝑥(𝑡𝐹 )).

Ограничения множества W могут учитывается посредством экспо-
ненциальных штрафов либо иным известным способом, например,
методом внутренних точек. Поскольку в общем случае описание
множества W в явном виде может быть достаточно сложным, то
возможно применение этого метода в терминах системы (2):

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0) +

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑙)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢0)), 𝑚 ≥ 𝑛,

где 𝑢𝑙 (𝑙 = 0, . . . ,𝑚) — дискретный набор точек из множества U.
Здесь управлениями служат «весовые коэффициенты» 𝛼𝑙.

5. Приложение ДНС к аппроксимации кусочно-непрерывной
идеальной магистрали

Концепцию ДНС и итерационные алгоритмы из [32] удобно при-
менять при практической реализации магистральных решений, ха-
рактерных для задач вида

𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢1) + ℎ(𝑡, 𝑥)𝑢2, 𝑡 ∈ [𝑡𝐼 , 𝑡𝐹 ], 𝐼 = 𝐹 (𝑥(𝑡𝐹 )) → inf,

где 𝑢2 ∈ U2 ⊂ R𝑝, т.е. в общем случае может быть ограниченным.
Последнее получается как решение производной задачи

𝑦̇ = 𝜂𝑥𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢
1) + 𝜂𝑡, 𝑥 = 𝜉(𝑡, 𝑦, 𝜏) = 𝜂−1(𝑡, 𝑦, 𝜏),
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𝐽 = 𝐹 𝑦(𝑦(𝑡𝐹 )) → inf, 𝐹 𝑦(𝑦) = min
𝜏
𝐹 (𝜉(𝑡, 𝑦, 𝜏)),

где 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝜏) — интеграл соответствующей предельной системы

𝑑𝑥/𝑑𝜏 = ℎ(𝑡, 𝑥)𝑤, 𝑤 ∈ R𝑝,

как обращение ее общего решения в пространстве (𝑥, 𝜏) [13].
При реализации магистрального решения (аппроксимации соот-

ветствующей разрывной траектории большими либо ограниченными
управляющими воздействиями) приходится иметь дело с неоднород-
ными процессами, состоящими из участков, описываемых исходной и
производной системами, что и мотивирует приложение модели ДНС.

Запишем исходную систему в новых переменных (𝑦, 𝜏). Для это-
го достаточно дополнить уравнение производной системы уравнением
𝜏 = 𝑢. Решение производной системы в этих терминах, (𝑦(𝑡), 𝜏(𝑡)) раз-
рывно только в части 𝜏(𝑡) как программа управления в производной
задаче. Для простоты предположим, что 𝑝 = 1, U2 = [𝑢2min, 𝑢

2
max].

Аппроксимируем магистраль в окрестностях точек разрыва ре-
шением уравнения 𝜏 = 𝑢 при 𝑢 = 𝑢max или 𝑢 = 𝑢min. Для последова-
тельного улучшения этого приближенного магистрального решения
построим дискретно-непрерывный процесс. Разобьем заданный от-
резок на 𝐾 этапов 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾 = 𝑘𝐹 − 1 соответственно точкам
разрыва. Этапы имеют следующее содержание:

Этап 𝑘 = 0. Выход из начальной точки на магистраль.
Этап 𝑘 = 𝐾. Сход с магистрали в конечную точку.
Остальные четные 𝑘 — переходы между магистралями. Нечетные

𝑘 — движения по магистралям.
Обозначим векторы состояния верхнего (дискретного) уровня

через (𝑦0𝑑, 𝑦𝑑, 𝜏𝑑), а нижнего (непрерывного) уровня — через (𝑦, 𝜏).
Их размерности будут меняться по этапам.

Изменение переменных описывается следующими уравнениями
(по шагам)

𝑦0𝑑(𝑘 + 1) = 𝑦0𝑑(𝑘) + 𝑢1𝑑, 𝑦0𝑑(𝑘) ≤ 𝑢1𝑑 ≤ 𝑢𝑑max, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝐾.

Для четных 𝑘:

𝑦̇ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝜏), 𝜏 = 𝑢, 𝑡 ∈ [𝑦0𝑑(𝑘), 𝑢1𝑑],(20)

𝑦𝐼(𝑘) = 𝑦𝑑(𝑘), 𝑦𝑑(𝑘 + 1) = 𝑦𝐹 (𝑘), 𝜏𝐼(𝑘) = 𝜏𝑑(𝑘).

Для нечетных 𝑘:

𝑦̇ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑢), (𝑢 = 𝜏), 𝑡 ∈ [𝑦0𝑑(𝑘), 𝑢𝑑],
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𝑦𝐼(𝑘) = 𝑦𝑑(𝑘), 𝑦𝑑(𝑘 + 1) = 𝑦𝐹 (𝑘), 𝜏𝑑(𝑘 + 1) = 𝑢2𝑑.

Здесь управление 𝑢1𝑑 определяет моменты окончания этапов, а пере-
менная 𝑦0𝑑 играет роль времени. Дифференциальное уравнение

𝜏 = 𝑢, 𝑢 ≤ 𝑎

действует на переходных (четных) этапах, а на нечетных (маги-
стральных) исключается.

В этой формализации рассматривается задача о минимуме функ-
ционала 𝐼 = 𝐹 (𝑦𝑑(𝑘𝐹 ), 𝑢

2𝑑) при заданном 𝑦𝑑(𝑘𝐼) = 𝑦𝑑𝐼 , 𝜏
𝑑(0) = 𝜏𝑑𝐼 .

Для ее решения может быть применен итерационный алгоритм гло-
бального улучшения типа Кротова [26].

6. Прикладные задачи

Приведенная выше общая схема применялась для решения ряда
прикладных задач. Одна из них — оптимизация процесса передачи
возбуждения в спиновой цепочке [33], как наискорейший перевод
квантового состояния из начального в заданное конечное состоя-
ние спиновой цепочки, описываемой уравнением Шредингера [34].
Находилось только идеальное магистральное решение (при неогра-
ниченном 𝑢), поскольку оно отвечает представлениям физиков об
импульсном характере управляющих воздействий, а реальные огра-
ничения пока неизвестны. В соответствии с предложенной общей
схемой исходная система, описываемая уравнением Шредингера, за-
менялась эквивалентной ослабленной системой с выпуклым множе-
ством скоростей (совпадающим в данном случае с аффинной оболоч-
кой). Были проведены вычислительные эксперименты с применением
метода Кротова глобального улучшения для случаев спиновой цепоч-
ки длины 𝑛 = 3, 4 и 5 системы для различных 𝑡𝐹 с нахождением
наименьшего времени перехода в заданное состояние. Результаты
расчетов для 3-х спинов в сравнении с расчетом по методу из статьи
[35] демонстрируют выигрыш во времени перехода примерно 25%.

Кроме того, исследование проводилось на эколого-экономических
задачах. Рассматривалась агрегированная версия модели региона [8],
описывающая взаимную динамику экономической и природной со-
ставляющих с учетом инноваций. В качестве критерия оптимально-
сти рассматривался максимум функционала благосостояния — ко-
нечное значение накопленного дохода за вычетом штрафа за нару-
шение экологических ограничений. На этой модели исследовались
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три задачи оптимального управления. Первая — оптимизация чи-
сто экономического роста как модификация известной классической
задачи, учитывающая управление инновациями. Вторая задача —
оптимизация стратегий устойчивого развития региона при идеализи-
рованных допущениях с целью оценки предельно допустимых затрат
на инновационную деятельность в условиях дефицита реальных ста-
тистических данных. Третья задача — более детальное изучение
одного из допустимых вариантов решений второй задачи с учетом
реалистических ограничений модели. Это вырожденные задачи, где
классические методы напрямую не применимы. Однако подход, осно-
ванный на магистральных решениях, высоко эффективен. В первой
и третьей задачах учитываются ограничения на инновационные и
природо-восстановительные мощности, в результате чего получается
магистраль второй ступени, требующая более сложной реализации.

Наиболее сложной и представительной является третья задача,
решаемая в два этапа. На первом выполняется двукратное преобра-
зование к производным задачам. Найденное магистральное решение
(второй ступени) разрывно. Его траектория, представляет собой че-
редование нескольких непрерывных магистралей. Для реализации
магистрального решения в исходном классе допустимых процессов
применяелся алгоритм с минимальным числом переключений ис-
ходных [36]. Расчеты проводились по данным, характерным для
Байкальского региона. Полученное решение уточнялось затем в ите-
рационной процедуре на полной исходной модели в более сложном
программном комплексе [37].

Заключение

Предложена многоэтапная процедура приближенной оптимиза-
ции управлений с итерационными процессами с использованием в
качестве начальных приближений магистральных решений, извест-
ных из теории вырожденных задач. Хотя магистральные решения
характерны для систем с линейными управлениями, предложен-
ная процедура является достаточно общей, поскольку показано, что
управляемая дифференциальная система общего вида преобразуема
к эквивалентным системам с линейными управлениями. Разработа-
ны алгоритмы, реализующие эту процедуру и апробированные на
модельных примерах и сложных прикладных задачах из различных
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областей. Показано, что в ряде случаев при реализации целесообраз-
но представлять исходную систему в форме дискретно-непрерывной,
где на различных дискретных шагах действуют различные эквива-
лентные системы с линейными управлениями.

Приложение. Доказательство теоремы 1

Покажем, что построенная в первой части доказательства после-
довательность {𝑥𝑠(𝑡)} равномерно стремится к 𝑥(𝑡) на промежутке T.
Сделаем следующие вспомогательные построения (рис. 9). В каждой
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Рис. 9. Конструкция аппроксимирующей последовательности

точке 𝑡𝑝−1 имеем 𝑥 (𝑡𝑝−1), 𝑥𝑠 (𝑡𝑝−1), 𝑢𝑙 (𝑡𝑝−1), 𝑥̇ (𝑡𝑝−1 + 0). На каждом
отрезке T𝑝 построим прямую

𝑥̄𝑠(𝑡) = 𝑥𝑠 (𝑡𝑝−1) + 𝑥̇ (𝑡𝑝−1) (𝑡− 𝑡𝑝−1)

и ломаную, составленную из прямолинейных отрезков

𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑥̂𝑠 (𝑡𝑝𝑙) + 𝑣𝑙 (𝑡𝑝−1) (𝑡− 𝑡𝑝𝑙) , 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚,

𝑥̂𝑠 (𝑡𝑝−1) = 𝑥̄𝑠 (𝑡𝑝−1) ,

начинающиеся из одной и той же точки (𝑡𝑝−1, 𝑥𝑠 (𝑡𝑝−1)), где 𝑣𝑙(𝑡) =

𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢𝑙(𝑡)). Из этих построений нетрудно видеть, что

𝑥̂𝑠
(︀
𝑡𝑝(𝑙+1)

)︀
= 𝑥̂𝑠 (𝑡𝑝𝑙) + 𝑣𝑙𝛼

𝑙Δ𝑡𝑝 = 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝0) + Δ𝑡𝑝

𝑙∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖𝑣𝑖,

так что

𝑥̂𝑠 (𝑡𝑝) = 𝑥̄𝑠 (𝑡𝑝−1) + Δ𝑡𝑝

𝑚∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖𝑣𝑖 = 𝑥̄𝑠(𝑡𝑝−1) + Δ𝑡𝑝𝑥̇(𝑡𝑝−1) = 𝑥̄𝑠(𝑡𝑝),
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т.е. концы прямой 𝑥̄𝑠(𝑡) и ломаной 𝑥̂𝑠(𝑡) на T𝑝 совпадают. Очевидно
также, что разность 𝑥̄𝑠(𝑡) − 𝑥̂𝑠(𝑡) стремится к нулю при Δ𝑡𝑝 → 0.
Отклонение интересующей нас функции 𝑥𝑠(𝑡) от 𝑥(𝑡), 𝑥𝑠(𝑡) − 𝑥(𝑡),
удобно оценивать, сравнивая 𝑥𝑠(𝑡) с соответствующей ломаной 𝑥̂𝑠(𝑡):

Δ𝑥𝑠(𝑡) = 𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡) = (𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡)) + (𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡)).(21)

Оценим отдельно каждое из двух слагаемых в (21), начиная со
второго:

𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡) = (𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡)) + (𝑥̄𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡)) =

= (𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡)) + 𝑥̄𝑠(𝑡𝑝−1)− 𝑥(𝑡𝑝−1)+

+(𝑥̇(𝑡𝑝−1 + 0)(𝑡− 𝑡𝑝−1)− (𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡𝑝−1))).

Величина в последней скобке есть, по-существу, разность между
дифференциалом функции 𝑥(𝑡) и ее приращением в точке 𝑡𝑝−1, т.е.
малая высшего порядка по сравнению с (𝑡− 𝑡𝑝−1), так что

𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡) = (𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡)) + (𝑥𝑠(𝑡𝑝−1)− 𝑥(𝑡𝑝−1)) + 𝑜 (𝑡− 𝑡𝑝−1)(22)

при 𝑡 ∈ T𝑝. Здесь и всюду далее символом 𝑜(ℎ) обозначается беско-
нечно малая высшего порядка по сравнению с ℎ, т.е. такая функция
ℎ, что 𝑜(ℎ)

|ℎ| → 0 при |ℎ| → 0.
Оценим теперь первое слагаемое в правой части (21):

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = (𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)− 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝𝑙)) + (𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)−
−𝑣𝑙(𝑡𝑝−1)(𝑡− 𝑡𝑝𝑙)) = (𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)− 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝𝑙)) + (𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)+

+𝑓(𝑡𝑝𝑙, 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙), 𝑢𝑙(𝑡𝑝𝑙))(𝑡− 𝑡𝑝𝑙) + 𝑜(𝑡− 𝑡𝑝𝑙))−
−𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)− 𝑓(𝑡𝑝−1, 𝑥(𝑡𝑝−1), 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1))(𝑡− 𝑡𝑝𝑙) =

= (𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)− 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝𝑙)) + (𝑡− 𝑡𝑝𝑙)(𝑓(𝑡𝑝𝑙, 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙), 𝑢𝑙(𝑡𝑝𝑙))−
−𝑓(𝑡𝑝−1, 𝑥(𝑡𝑝−1), 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1))) + 𝑜(𝑡− 𝑡𝑝𝑙).

Но 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)−𝑥(𝑡𝑝−1) = (𝑥𝑠(𝑡𝑝−1)−𝑥(𝑡𝑝−1))+(𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)−𝑥𝑠(𝑡𝑝−1)) → 0 при
Δ𝑓𝑝 → 0, Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1) → 0, так как 𝑡𝑝−1 ≤ 𝑡𝑝𝑙 ≤ 𝑡𝑝 и 𝑥𝑠(𝑡) непрерывна.
Поэтому, в силу непрерывности 𝑓(·),

𝑓(𝑡𝑝𝑙, 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙), 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1)) → 𝑓(𝑡𝑝−1, 𝑥(𝑡𝑝−1), 𝑢𝑙(𝑡𝑝−1))

при Δ𝑡𝑝 → 0, Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1) → 0. Отсюда следует, что

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑥𝑠(𝑡𝑝𝑙)− 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝𝑙) + 𝑜𝑙(Δ𝑡𝑝,Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1))
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при 𝑡 ∈ T𝑝𝑙. По построению 𝑥𝑠(𝑡𝑝0) = 𝑥̂𝑠(𝑡𝑝0). Отсюда

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑜0(·), 𝑡 ∈ T𝑝0,

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑜0 + 𝑜1, 𝑡 ∈ T𝑝1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑜0 + 𝑜1 + . . .+ 𝑜𝑚, 𝑡 ∈ T𝑝𝑚,

т.е.

𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥̂𝑠(𝑡) = 𝑜(Δ𝑡𝑝,Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1))(23)

при 𝑡 ∈ T𝑝. Подставляя (22) и (23) в (21), получим

Δ𝑥𝑠(𝑡) = 𝑥𝑠(𝑡)− 𝑥(𝑡) = (𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡))+

+Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1) + 𝑜(Δ𝑡𝑝,Δ𝑥𝑠(𝑡𝑝−1))
(24)

при 𝑡 ∈ T𝑝.
Проследим теперь изменение Δ𝑥𝑠(𝑡) на всем отрезке T, рас-

сматривая его последовательно на промежутках T1,T2, . . . ,T𝑠. По
условию 𝑥𝑠 (𝑡0) = 𝑥 (𝑡0), так что Δ𝑥𝑠 (𝑡0) = 0. Рассматривая соотно-
шение (24) как рекуррентное и обозначая 𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡), будем
иметь

Δ𝑥𝑠(𝑡) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡) + 𝑜(Δ𝑡1, 0), 𝑡 ∈ T1,

Δ𝑥𝑠(𝑡1) = 𝑜(Δ𝑡1, 0),

Δ𝑥𝑠(𝑡) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡) + 𝑜(Δ𝑡1, 0) + 𝑜(Δ𝑡2,Δ𝑥𝑠(𝑡1)) =

= 𝛿𝑥𝑠(𝑡) + 𝑜(Δ𝑡1) + 𝑜(Δ𝑡2, 𝑜(Δ𝑡1)), 𝑡 ∈ T2,

Δ𝑥𝑠(𝑡1) = 𝑜(Δ𝑡1) + 𝑜(Δ𝑡1,Δ𝑡2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ𝑥𝑠(𝑡) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡) + 𝑜(Δ𝑡1) + 𝑜(Δ𝑡1,Δ𝑡2) + . . .+

+𝑜(Δ𝑡1,Δ𝑡2, . . . ,Δ𝑡𝑠), 𝑡 ∈ T𝑠.

Обозначим

𝛿𝑠 = max
𝑡∈T𝑝

|𝛿𝑥𝑠(𝑡)|, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑠,

𝛾𝑠 = max

(︂
|𝑜(Δ𝑡1)|
Δ𝑡1

,
|𝑜(Δ𝑡1,Δ𝑡2)|

Δ𝑡2
, . . . ,

|𝑜(Δ𝑡1,Δ𝑡2, . . . ,Δ𝑡𝑠)|
Δ𝑡𝑠

)︂
.

Очевидно 𝛿𝑠 → 0 и 𝛾𝑠 → 0 при 𝑠 → ∞, maxΔ𝑡𝑠 → 0, поскольку,
как уже отмечалось, 𝛿𝑥𝑠 = 𝑥̂𝑠(𝑡)− 𝑥̄𝑠(𝑡) → 0 при 𝑡 ∈ T𝑝, Δ𝑡𝑝 → 0 (по
построению). Тогда

|Δ𝑥𝑠(𝑡)| ≤ 𝛿𝑠 + 𝛾𝑠Δ𝑡1 + 𝛾𝑠Δ𝑡2 + . . .+ 𝛾𝑠Δ𝑡𝑠 = 𝛿𝑠 + 𝛾𝑠(𝑡𝐹 − 𝑡𝐼).
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Эта оценка показывает, что Δ𝑥𝑠(𝑡) → 0 равномерно на T при
𝑠 → ∞, maxΔ𝑡𝑝 → 0. Это и доказывает равномерную сходимость
построенной последовательности {𝑥𝑠(𝑡)} к 𝑥(𝑡), получающейся при
указанной последовательности разбиений.
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