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Расчет оптимальных параметров динамических
систем методом неподвижных точек

Аннотация. Рассматривается метод улучшения управляемых параметров
динамических систем. Система условий улучшения представляет собой спе-
циальное операторное уравнение, сконструированное на основе операции
проектирования на допустимое множество значений управления и интер-
претируемое как задача о неподвижной точке. Приводятся результаты чис-
ленных расчетов тестового примера.

Ключевые слова и фразы: параметрическая оптимизация, задача о неподвижной точке.

1. Метод решения

Рассматривается задача оптимизации управляющих параметров

Φ(𝑢) = 𝜙(𝑥(𝑡1)) +

∫︁
𝑇

𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡 → min
𝑢∈𝑈

,(1)

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1],(2)

в которой 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) это вектор состояния, а 𝑢 =
(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) — вектор управляющих параметров со значениями в вы-
пуклом множестве 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚. Начальное состояние 𝑥0 и промежуток
управления 𝑇 заданы.

Предполагаются выполненными следующие условия:
1) функция 𝜙(𝑥) непрерывно-дифференцируема на 𝑅𝑛, вектор-

функция 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡), векторная функция 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) и их производные
𝐹𝑥(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝐹𝑢(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢, 𝑡) непрерывны по совокупно-
сти аргументов (𝑥, 𝑢, 𝑡) на множестве 𝑅𝑛 × 𝑈 × 𝑇 ;
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2) функция 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) удовлетворяет условию Липшица по 𝑥 в
𝑅𝑛 × 𝑈 × 𝑇 с константой 𝐿 > 0

‖𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)− 𝑓(𝑦, 𝑢, 𝑡)‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦‖ .

Строится релаксационная (улучшающаяся) последовательность
управлений, определяемых на каждой итерации в ходе решения за-
дач улучшения, формулируемых в следующей форме: для заданного
управления 𝑢 ∈ 𝑈 требуется найти управление 𝑣 ∈ 𝑈 с условием
Δ𝑣Φ(𝑢) ≤ 0.

Для реализации задачи улучшения предлагается решить задачу
о неподвижной точке (ЗНТ) [1]:

(3) 𝑣 = 𝑃𝑈 (𝑢+ 𝛼(

∫︁
𝑇

𝐻𝑢(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑠)),

𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝑠 ∈ 𝑅𝑚,

где 𝑃𝑈 — оператор проектирования на множество 𝑈 в евклидовой
норме, 𝛼 > 0 — параметр проектирования, 𝐻(𝑝, 𝑥, 𝑢, 𝑡) — функция
Понтрягина, 𝑥(𝑡, 𝑣) — решение системы (2) при 𝑢 = 𝑣, 𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣) — ре-
шение дифференциально-алгебраической сопряженной системы вида

�̇�(𝑡) = −𝐻𝑥(𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡, 𝑢), 𝑢, 𝑡)− 𝑟(𝑡),

⟨𝐻𝑥(𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡, 𝑢), 𝑢, 𝑡) + 𝑟(𝑡), 𝑥(𝑡, 𝑣)− 𝑥(𝑡, 𝑢)⟩ = Δ𝑥(𝑡,𝑣)𝐻(𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡, 𝑢), 𝑢, 𝑡)

с краевыми условиями

𝑝(𝑡1) = −𝜙𝑥(𝑥(𝑡1, 𝑢))− 𝑞,

⟨𝜙𝑥(𝑥(𝑡1), 𝑢) + 𝑞, 𝑥(𝑡1, 𝑣)− 𝑥(𝑡1, 𝑢)⟩ = Δ𝑥(𝑡1,𝑣)𝜙(𝑥(𝑡1, 𝑢)).

Величина 𝑠 определяется соотношением

(4)
∫︁
𝑇

Δ𝑣𝐻(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

⟨∫︁
𝑇

𝐻𝑢(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑠, 𝑣 − 𝑢

⟩
.

Для решения задачи о неподвижной точке (3) используется ите-
рационный алгоритм при 𝑘 ≥ 0:

𝑣𝑘+1 = 𝑃𝑈 (𝑢+ 𝛼(

∫︁
𝑇

𝐻𝑢(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣
𝑘), 𝑥(𝑡, 𝑣𝑘), 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑠𝑘)), 𝑣0 ∈ 𝑈.

Величина 𝑠𝑘 удовлетворяет соотношению (4) при 𝑣 = 𝑣𝑘.
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2. Пример

Проиллюстрируем работу метода на простом примере [1]. Чис-
ленный расчет задачи о неподвижной точке (3) проводился до первого
строгого улучшения управления 𝑢 ∈ 𝑈 . Далее строилась новая за-
дача о неподвижной точке и итерационный алгоритм повторялся.
В качестве критерия остановки итерационого процесса выбиралось
условие ‖𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘‖ ≤ 𝜀‖𝑣𝑘‖ в евклидовой норме, где 𝜀 > 0 - задан-
ная точность. Численное интегрирование дифференциальных систем
реализовывалось методом Рунге-Кутта-Вернера переменного (5-6)
порядка и шага с помощью программы DIVPRK библиотеки IMSL
Фортран PowerStation 4.0.

Пример

Φ(𝑢) =

∫︁ 1

0

(𝑥2(𝑡)− 𝑢2)𝑑𝑡 → 𝑚𝑖𝑛,

�̇�(𝑡) = 𝑢, 𝑥(0) = 0, 𝑢 ∈ 𝑈 = [−1; 1], 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1].

В данном простом примере легко определяется оптимальное
решение 𝑣 = ±1. Ему соответствует значение целевой функции
Φ(𝑣) = − 2

3

Функция Понтрягина имеет вид 𝐻(𝑝, 𝑢, 𝑥, 𝑡) = 𝑝𝑢− 𝑥2 + 𝑢2.
Поставим задачу об улучшении управления 𝑢.
Задача о неподвижной точке принимает вид:

𝑣 = 𝑃𝑈 (𝑢+ 𝛼(

∫︁ 1

0

(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣) + 2𝑢)𝑑𝑡+ 𝑠))

(

∫︁ 1

0

(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣) + 2𝑢+ 𝑠)𝑑𝑡)(𝑣 − 𝑢) =

∫︁ 1

0

(𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣)(𝑣 − 𝑢) + (𝑣2 − 𝑢2))𝑑𝑡,

где 𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣) - решение дифференциально-алгебраической сопряжен-
ной системы

�̇�(𝑡) = 2𝑥(𝑡, 𝑢)− 𝑟(𝑡)

(−2𝑥(𝑡, 𝑢) + 𝑟(𝑡))(𝑥(𝑡, 𝑣)− 𝑥(𝑡, 𝑢)) = −𝑥2(𝑡, 𝑣) + 𝑥2(𝑡, 𝑢)

с начальными дифференциально-алгебраическими условиями

𝑝(1) = −𝑞

𝑞(𝑥(𝑡1, 𝑣)− 𝑥(𝑡1, 𝑢)) = 0.

В соответствии с [1] из алгебраических соотношений получаем

𝑟(𝑡) =

{︃
0, 𝑥(𝑡, 𝑣) = 𝑥(𝑡, 𝑢),

𝑥(𝑡, 𝑢)− 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑥(𝑡, 𝑣) ̸= 𝑥(𝑡, 𝑢),
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𝑞 =

{︃
0, 𝑥(𝑡1, 𝑣) = 𝑥(𝑡1, 𝑢),

0, 𝑥(𝑡1, 𝑣) ̸= 𝑥(𝑡1, 𝑢),

𝑠 =

{︃
0, 𝑣 = 𝑢,

0, 𝑣 ̸= 𝑢.

Отсюда задача о неподвижной точке принимает вид:

𝑣 = 𝑃𝑈 (𝑢+ 𝛼(

∫︁ 1

0

𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣)𝑑𝑡+ 𝑢+ 𝑣)),

�̇�(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑢) + 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑝(1) = 0.

Для решения задачи о неподвижной точке применялся итераци-
онный процесс:

𝑣𝑘+1 = 𝑃𝑈 (𝑢+ 𝛼(

∫︁ 1

0

𝑝(𝑡, 𝑢, 𝑣𝑘)𝑑𝑡+ 𝑢+ 𝑣𝑘)).

Результаты численных расчетов представлены в таблицaх 1, 2.
Расчеты проводились при 𝜀 = 10−5 для различных входных управле-
ний 𝑢 ∈ 𝑈 . В качестве начальных приближений 𝑣0 для итерационного
процесса рассматривались управления, равные 0;−0.5; 0.5;−1; 1. Зна-
чения параметра 𝛼 выбирались равными 10−2, 1, 102. 𝑣, Φ(𝑣) -
расчетные значения управления и целевой функции.

Для экстремального неоптимального управления 𝑢 = 0 (𝑢 удо-
влетворяет дифференциальному принципу максимума [1]) задача о
неподвижной точке имеет три решения 𝑣 = 0,±1. При задании в
итерационном алгоритме начального приближения 𝑣0 = 𝑢 = 0 стро-
гого улучшения не происходит, ввиду свойств задачи о неподвижной
точке для экстремального управления [1]. В этом случае необходимо
задавать начальные управления 𝑣0, отличающиеся от экстремального
входного управления, для того, чтобы обеспечить строгое улучшение
экстремального управления 𝑢 = 0. При этом последовательность
улучшающихся управлений, генерируемая алгоритмом, сходится к
одному из оптимальных решений в зависимости от знака 𝑣0. Данный
эффект демонстрируется в таблице 1.

Для входных неэкстремальных управлений 𝑢 ∈ 𝑈 единственным
решением задачи о неподвижной точке является одно из оптимальных
решений в зависимости от знака 𝑢 и алгоритм сходится к этому
оптимальному решению для произвольных начальных приближений
𝑣0.
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Таблица 1. Эффективность метода при 𝑢 = 0

𝑣0 𝛼 𝑣 Φ(𝑣) Кол-во ЗНТ

0 10−2 0 0 1

1 0 0 1

102 0 0 1

−0.5 10−2 −1.000 −0.667 112
1 −1.000 −0.667 3
102 −1.000 −0.667 2

0.5 10−2 1.000 −0.667 112
1 1.000 −0.667 3
102 1.000 −0.667 2

−1 10−2 −1.000 −0.667 71
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

1 10−2 1.000 −0.667 71
1 1.000 −0.667 2
102 1.000 −0.667 2

Например, для входного управления 𝑢 < 0 единственным реше-
нием задачи о неподвижной точке является оптимальное управление
𝑣 = −1. В этом случае алгоритм сходится к оптимальному решению
для любого начального приближения 𝑣0. Это показано в таблице 2.

Аналогично, если 𝑢 > 0, то единственным решением задачи о
неподвижной точке является 𝑣 = 1, и алгоритм сходится к этому
решению для любого начального приближения 𝑣0.

Важно отметить, что алгоритм при любых малых управлениях
𝑢, отличных от экстремального 𝑢 = 0, сходится к оптимальному
решению, а не к указанному экстремальному управлению.

Таким образом, в данном примере метод позволяет получать при-
ближенно-оптимальные управления с заданной точностью 𝜀 > 0 для
различных входных управлений 𝑢 и начальных приближений 𝑣0 ите-
рационного процесса. Проведенные вычислительные эксперименты
в рамках демонстрационного примера иллюстрируют возможность
строгого улучшения экстремального неоптимального управления и
глобальную сходимость последовательности улучшающихся управле-
ний, вырабатываемых рассматриваемым методом.
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Таблица 2. Эффективность метода при 𝑢 = −0.5

𝑣0 𝛼 𝑣 Φ(𝑣) Кол-во ЗНТ

0 10−2 −1.000 −0.667 71
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

−0.5 10−2 −1.000 −0.667 42
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

0.5 10−2 −1.000 −0.667 396
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

−1 10−2 −1.000 −0.667 30
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

1 10−2 −1.000 −0.667 37
1 −1.000 −0.667 2
102 −1.000 −0.667 2

3. Заключение

В работе [5] проведены численные эксперименты по расчету ли-
нейных по управляющим параметрам модельных задач [2–4] мето-
дом неподвижных точек. Численные расчеты продемонстрировали
эффективность рассматриваемого метода. В частности по сравнению
с [4] были улучшены расчетные значения целевых функционалов
рассматриваемых задач.

В данной работе рассматривается метод, разработанный для
оптимизации нелинейных параметров динамических систем. Метод
характеризуется отсутствием трудоемкой операции выпуклого или
игольчатого варьирования, характерной для градиентных методов,
а также принципиальной возможностью строгого улучшения управ-
лений, удовлетворяющих дифференциальному принципу максимума.
Сходимость метода регулируется выбором одного проекционного па-
раметра 𝛼 > 0, что значительно упрощает настройку метода для
решения конкретных прикладных задач. Указанные свойства метода
являются существенными факторами для повышения эффективности
решения задач параметрической оптимизации динамических систем.
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equation on the set of admissible parameters, constructed on the basis of projection
operator. Operator equation is interpreted as a problem of fixed point in the
parameter space. Results of numerical experiments of the test task are given. (in
Russian).
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