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Аннотация. Дан обзор методов идентификации систем, описываемых ли-
нейными интегральными уравнениями и линейными дифференциальными
уравнениями с переменными коэффициентами (обыкновенными и в част-
ных производных). Обзор подготовлен по публикациям авторов.

Ключевые слова и фразы: динамические системы, импульсная переходная функция, си-
стемы с распределенными параметрами, обобщенная теорема Бореля, дифференциальные
уравнения, частные производные, переменные коэффициенты.

Введение

В настоящее время задачи идентификации параметров динами-
ческих систем являются одними из важнейших задач техники. Им по-
священо большое чило работ. Большинство работ посвящено стаци-
онарным системам с сосредоточенными параметрами. Значительно
меньше работ посвящено идентификации динамических систем и си-
стем с распределенными параметрами, причем в большинстве этих
работ рассматриваются приближенные методы. Отметим здесь рабо-
ты авторов [1,2]. Обширная библиография по методам идентифика-
ции приведена в [3].

Имеется два подхода к идентификации систем:

1. Определение импульсной переходной функции, которая позволя-
ет оценить качество системы как в переходном, так и в установив-
шемся режимах. Под качеством системы понимаются следующие
характеристики [3]: время перерегулирования (время переход-
ного процесса); перерегулирование; статистическое отклонение;
частота колебаний процесса; время установления; декремент за-
тухания.

c○ И. В. Бойков, Н. П. Кривулин, 2014
c○ Пензенский государственный университет, 2014
c○ Программные системы: теория и приложения, 2014
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2. Определение параметров систем, что позволяет на этапе проек-
тирования найти оптимальные параметры системы относительно
выбранных критериев качества.
В работе дан обзор разработанных авторами методов иденти-

фикации систем. Основное внимание уделяется линейным системам
с переменными параметрами.

1. Идентификция линейных динамических систем методом
интегральных преобразований

Актуальной является задача определения динамических характе-
ристик систем с распределенными параметрами, описываемых урав-
нениями Вольтерры ∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡).(1)

Это обусловлено тем, что уравнениями (1) моделируются много-
численные проблемы физики, физической химии и техники (см. на-
пример [3–5]). Выше отмечалось, что в большинстве работ по иден-
тификации рассматриваются приближенные методы. Поэтому пред-
ставляет интерес получение решения в аналитической форме.

Обозначим 𝑋(𝑝), 𝑌 (𝑝) изображения Лапласа функций 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡).
Построение метода идентификации опирается на следующее утвер-
ждение.

Теорема 1. [6,7]. Пусть изображение импульсной переходной
функции 𝑔(𝑡, 𝜏) по переменной 𝑡 имеет вид

𝐺(𝑝, 𝜏) =

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = �̂�(𝑝)𝑒−𝜏𝑞(𝑝),(2)

где �̂�(𝑝), 𝑞(𝑝) - аналитические функции в области комплексной пере-
менной 𝑝, определяемой неравенством 𝑅𝑒(𝑝) > 𝜎0. Тогда изображе-
ния Лапласа уравнения (1) определяется формулой

�̂�(𝑝)𝑋(𝑞(𝑝)) = 𝐹 (𝑝).

Воспользовавшись данной формулой, построим алгоритм опреде-
ления импульсной переходной функции под двум тестовым сигналам.

Пусть функция 𝐺(𝑝, 𝜏) представима в виде 𝐺(𝑝, 𝜏) = 𝑒−𝜏𝑞(𝑝)�̂�(𝑝).
Обозначим преобразование Лапласа функций 𝑥(𝑡) и 𝑓(𝑡) через 𝑋(𝑝)
и 𝐹 (𝑝), соответственно. Будем считать, что функции 𝑞(𝑝) и 𝐺(𝑝)
аналитические при 𝑝 > 𝜎0.
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Пусть 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) — два линейно-независимых входных сигнала.
Тогда ∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑥𝑖(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2.(3)

Изображение системы интегральных уравнений (3) по теореме 1
приводит к системе нелинейных алгебраических уравнений{︃

�̂�(𝑝)𝑋1(𝑞(𝑝)) =𝐹1(𝑝),

�̂�(𝑝)𝑋2(𝑞(𝑝)) =𝐹2(𝑝)
(4)

с неизвестными функциями �̂�(𝑝) и 𝑞(𝑝). Решая систему (4) относи-
тельно этих функций, находим �̂�(𝑝) и 𝑞(𝑝). Функция 𝑔(𝑡, 𝜏) находится
по формуле Бромвича:

𝑔(𝑡, 𝜏) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝜎0+𝑖∞

𝜎0−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝐺(𝑝, 𝜏)𝑑𝑝 =

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝜎0+𝑖∞

𝜎0−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡�̂�(𝑝)𝑒−𝜏𝑞(𝑝)𝑑𝑝.

В работе [6] приведен ряд примеров, иллюстрирующие эффек-
тивность предложенного метода.

2. Восстановление параметров линейных систем,
описываемых дифференциальными уравнениями
с переменными коэффициентами

Линейные системы с переменными параметрами, на входе кото-
рых действует сигнал 𝑥(𝑡), а на выходе — сигнал 𝑦(𝑡), моделируются
обыкновенными дифференциальными уравнениями

𝑎𝑛(𝑡)
𝑑𝑛𝑦(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
+ 𝑎𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑛−1𝑦(𝑡)

𝑑𝑡𝑛−1
+ · · ·+ 𝑎0(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡),(5)

где 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), . . . , 𝑎0(𝑡) — коэффициенты, зависящие от времени.
Большой класс задач идентификации связан с определением ко-

эффициентов дифференциального уравнения (5). Этому вопросу по-
священ ряд работ [3,8].

Общие методы определения коэффициентов 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), . . . ,
𝑎0(𝑡) системы по известной импульсной переходной функции 𝑔(𝑡, 𝜏)
авторам неизвестны. Ниже достаточно общий метод определения
параметров 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), . . . , 𝑎0(𝑡) измерительной системы, описыва-
емой уравнением (5), по известной импульсной переходной функции,
описан, следуя работе авторов [2].
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Для систем, описываемых дифференциальными уравнениями ви-
да (5), импульсная переходная функция определяется выражением
[3,4,8]: ∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑦(𝑡).(6)

Постановка задачи 1. Известна импульсная переходная функ-
ция 𝑔(𝑡, 𝜏) измерительного преобразователя (5), определяемая фор-
мулой (6). Требуется найти параметры системы 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), . . . ,
𝑎0(𝑡).

Решение. Определим (аналитическим или численным метода-
ми) по заданной функции 𝑔(𝑡, 𝜏) измерительного преобразователя (5)
виртуальные входные сигналы 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛+1(𝑡) такие, чтобы
им соответствовали виртуальные выходные сигналы, составляющие
систему линейно независимых функций 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡), . . . , 𝜙𝑛+1(𝑡).

Определим искомые входные сигналы 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛+1(𝑡) из
решения интегральных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑥1(𝜏)𝑑𝜏 =𝜙1(𝑡),

. . .∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑥𝑛+1(𝜏)𝑑𝜏 =𝜙𝑛+1(𝑡).

(7)

Решая систему (7), находим для каждого виртуального выход-
ного сигнала 𝜙𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1, соответствующий виртуальный
входной сигнал 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1. Подставляя 𝜙𝑖(𝑡) и 𝑥𝑖(𝑡),
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1 в (5), приходим к системе уравнений относительно
𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑛(𝑡)𝜙
(𝑛)
𝑛+1(𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝜙

(𝑛−1)
𝑛+1 (𝑡) + · · ·+ 𝑎0(𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡) =𝑥𝑛+1(𝑡);

𝑎𝑛(𝑡)𝜙
(𝑛)
𝑛 (𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝜙

(𝑛−1)
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑎0(𝑡)𝜙𝑛(𝑡) =𝑥𝑛(𝑡);

. . .

𝑎𝑛(𝑡)𝜙
(𝑛)
1 (𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝜙

(𝑛−1)
1 (𝑡) + · · ·+ 𝑎0(𝑡)𝜙1(𝑡) =𝑥1(𝑡),

(8)

решая которую находим 𝑎0(𝑡), 𝑎1(𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑡).
В частности, если в качестве линейно-независимых функций вы-

ступают функции 𝑦1(𝑡) = 1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡, . . . , 𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝑛, то при 𝑡 > 0
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система уравнений решается аналитически и решение примет вид

𝑎0(𝑡) =𝑥1(𝑡);

𝑎1(𝑡) =𝑥2(𝑡)− 𝑎0(𝑡)𝑡;

. . .

𝑎𝑛(𝑡) =
1

𝑛!
(𝑥𝑛+1(𝑡)− 𝑛 (𝑛− 1) · . . . · 2𝑎𝑛−1(𝑡)𝑡− . . .− 𝑎0(𝑡)𝑡

𝑛) .

Таким образом, располагая функцией 𝑔(𝑡, 𝜏), вычисляем коэффи-
циенты уравнения (5). �

В работе [2] приведен ряд примеров, иллюстрирующих эффек-
тивность метода.

3. Идентификация линейных динамических систем
с распределенными параметрами

Одной из математических моделей динамических систем с рас-
пределенными параметрами является дифференциальное уравнение
в частных производных [4]. Известно [4,5], что решение дифферен-
циального уравнения в частных производных можно выразить через
функцию Грина формулой

𝑦(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁
𝐷

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏)𝑤(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝜏,(9)

где 𝑡 – переменная времени; 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛; 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛;
𝑤(𝜉, 𝜏) — входной сигнал; 𝑦(𝑥, 𝑡) — выходной сигнал; 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏) —
функция Грина, которая является импульсной переходной функцией
или функцией влияния системы.

Опишем метод идентификации динамических систем с распреде-
ленными параметрами, описываемых уравнениями вида

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =(10)

=

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥1

0

. . .

∫︁ 𝑥𝑛

0

𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛)𝑤(𝜏, 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛)𝑑𝜏𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜏𝑛,

где 𝑤(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — входной и выходной сигна-
лы системы; 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) — импульсная переходная функция.

Алгоритм идентификации основан на следущем утверждении.
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Теорема 2. Пусть изображение Лапласа импульсной переход-
ной функции 𝑔(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) по переменным 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛
удовлетворяет условию

(11) 𝐺(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) =

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛)×

× 𝑒−(𝑝1𝑡1+𝑝2𝑡2+···+𝑝𝑛𝑡𝑛)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛 =

= �̂�(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)𝑒
−(𝜏1𝑞1(𝑝1)+𝜏2𝑞2(𝑝2)+···+𝜏𝑛𝑞𝑛(𝑝𝑛)),

где �̂�(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛), 𝑞1(𝑝1), 𝑞2(𝑝2), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛) — аналитические функ-
ции в области Re (𝑝𝑘) > 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Тогда изображение Лапласа уравнения

(12) 𝑦(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) =

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛)×

× 𝑥(𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 . . . 𝑑𝜏𝑛

имеет вид

𝑌 (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = �̂�(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)𝑋(𝑞1(𝑝1), 𝑞2(𝑝2), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛)),(13)

где 𝑌 (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) — изображение Лапласа функции 𝑦(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛)
и 𝑋(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) — изображение 𝑥(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛).

Доказательство. Найдем изображение уравнения (12) по пе-
ременным 𝑡1, 𝑡2,. . . ,𝑡𝑛:

(14)
∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑦(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑒
−(𝑝1𝑡1+···+𝑝𝑛𝑡𝑛)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛 =

=

∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

(︂∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛)×

×𝑥(𝜏1, . . . , 𝜏𝑛)𝑒
−(𝑝1𝑡1+···+𝑝𝑛𝑡𝑛)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑛

)︁
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛.
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Меняя порядок интегрирования в правой части интеграла (14) и
учитывая (11), получим

(15) 𝑌 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =

=

∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑥(𝜏1, . . . , 𝜏𝑛)×
(︂∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛) ×

×𝑒−(𝑝1𝑡1+···+𝑝𝑛𝑡𝑛)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛

)︁
𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑛 = �̂�(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)×

×
∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑥(𝜏1, . . . , 𝜏𝑛)𝑒
−(𝜏1𝑞1(𝑝1)+···+𝜏𝑛𝑞𝑛(𝑝𝑛))𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑛,

откуда следует равенство

𝑌 (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = �̂�(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)𝑋(𝑞1(𝑝1), 𝑞2(𝑝2), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛)).(16)

�

Следствие 1. Пусть система описывается уравнением (10),
и импульсная переходная функция 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) удовлетво-
ряет следующим условиям:

1. Условию физической реализуемости:

𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) = 0 при (𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1 . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) /∈ 𝐷,(17)

где

𝐷 = {(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) : 0 ≤ 𝜏 < 𝑡, 0 < 𝜉1 < 𝑥1, . . . , 0 < 𝜉𝑛 < 𝑥𝑛, };

2. Её преобразование Лапласа по переменным 𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 удовле-
творяет условию

(18) 𝐺(𝑝, 𝜏, 𝑝1, 𝜉1 . . . , 𝑝𝑛, 𝜉𝑛) =

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

. . .

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛)×

× 𝑒−(𝑝𝑡+𝑝1𝑥1+···+𝑝𝑛𝑥𝑛)𝑑𝑡𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

= �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)𝑒
−(𝜏𝑞(𝑝)+𝜉1𝑞1(𝑝1)+···+𝜉𝑛𝑞𝑛(𝑝𝑛)),

где �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝑞(𝑝), 𝑞1(𝑝1), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛) — аналитические функции
в области Re (𝑝𝑘) > 𝜎𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛.

Тогда изображение Лапласа уравнения (10) будет иметь вид

𝑌 (𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)𝑊 (𝑞(𝑝), 𝑞1(𝑝1), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛)).(19)
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Замечание 1. Отсюда при 𝑛 = 1 следует теорема Бореля [7],
применение которой к идентификации одномерных систем рассмот-
рено в работе [6]. Для случая 𝑛 = 2 идентификация динамических
систем с распределенными параметрами расмотрена в работе [9].

Постановка задачи 2. Требуется по известным 𝑛+2 входным
сигналам 𝑥𝑘(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+2, и соответствущим 𝑛+2
выходным сигналам 𝑦𝑘(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 2, определить
импульсную переходную функцию системы (10).

Решение. При известных 𝑛+ 2 входных сигналах

𝑤𝑘(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 2

и соответствующих 𝑛+ 2 выходных сигналах

𝑦𝑘(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 2,

динамической системы (10), получим систему интегральных уравне-
ний

(20) 𝑦𝑘(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

=

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥1

0

. . .

∫︁ 𝑥𝑛

0

𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) 𝑤𝑘(𝜏, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)𝑑𝜏𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜉𝑛,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 2,

относительно искомой функции 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛).
Пусть функция 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑥1, 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉𝑛) удовлетворяет условиям

(17), (18). Тогда изображением системы интегральных уравнений
(20) будет система алгебраических уравнений

𝑌𝑘(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)𝑊𝑘(𝑞(𝑝), 𝑞1(𝑝1), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛)),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 2.
(21)

Решая систему (21) относительно искомых функций �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛),
𝑞(𝑝), 𝑞1(𝑝1), . . . , 𝑞𝑛(𝑝𝑛), найдем изображение импульсной переходной
функции в виде

(22) 𝐺(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜏, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) =

= �̂�(𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)𝑒
−(𝜏𝑞(𝑝)+𝜉1𝑞1(𝑝1)+···+𝜉𝑛𝑞𝑛(𝑝𝑛)).

Импульсную переходную фукнкцию определим как обратное преоб-
разование Лапласа по переменным 𝑝, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. �
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4. Параметрическая идентификация динамических систем
с распределенными парметрами

В разделе 2 описаны методы определения переменных коэф-
фициентов обыкновенных дифференциальных уравнений. В данном
разделе эти результаты распространяются на дифференциальные
уравнения с частными производными. Раздел написан по материа-
лам работ [9,10].

Рассмотрим динамические системы, описываемые параболиче-
скими уравнениями

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑡)(23)

с начальными условиями 𝑢(𝑥, 0) = 0 и краевыми условиями 𝑢(0, 𝑡) =
0, и гиперболическими уравнениями

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑡)(24)

с начальными условиями 𝑢(𝑥, 0) = 0 и краевыми условиями 𝑢(0, 𝑡) =
0.

Здесь 𝑓(𝑥, 𝑡) — входной сигнал, 𝑢(𝑥, 𝑡) — выходной сигнал, 𝑎(𝑥, 𝑡)
и 𝑏(𝑥, 𝑡) — параметры системы.

Опишем метод определения коэффициентов динамической си-
стемы на примере уравнения (23). Воспользовавшись методом, опи-
санным в разделе 3, определим импульсную переходную функцию
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏) динамической системы (23). Для системы (23) входной и
выходной сигналы связаны уравнением [4,5]:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏.(25)

Возьмем два линейно-независимых виртуальные сигнала 𝑢1(𝑥, 𝑡)
и 𝑢2(𝑥, 𝑡). Используя соотношение (25), составим два интегральных
уравнения для определения соответствующих виртуальных входных
сигналов 𝑓1(𝑥, 𝑡) и 𝑓2(𝑥, 𝑡):

𝑢1(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏)𝑓1(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏,

𝑢2(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜏)𝑓2(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏,

(26)

из решения которых найдем виртуальные сигналы 𝑓1(𝑥, 𝑡) и 𝑓2(𝑥, 𝑡).
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Подставляя 𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑢2(𝑥, 𝑡) и 𝑓1(𝑥, 𝑡), 𝑓2(𝑥, 𝑡) в (23), получим
систему алгебраических уравнений относительно искомых коэффи-
циентов 𝑎(𝑥, 𝑡) и 𝑏(𝑥, 𝑡):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=𝑓1(𝑥, 𝑡),

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=𝑓2(𝑥, 𝑡).

(27)

Решая систему (27), находим искомые коэффициенты 𝑎(𝑥, 𝑡)
и 𝑏(𝑥, 𝑡). Это решение принимает более простой вид, если в каче-
стве виртуальных выходных сигналов взять

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝜙1(𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡) = 𝜙2(𝑥).

Тогда коэфффициенты уравнения (23) будут равны

𝑎(𝑥, 𝑡) =
𝑓1(𝑥, 𝑡)

𝜙′
1(𝑡)

, 𝑏(𝑥, 𝑡) =
𝑓1(𝑥, 𝑡)

𝜙′′
2(𝑥)

.(28)

Для уравнения (24) искомые коэффициенты определяются из
системы уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=𝑓1(𝑥, 𝑡),

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=𝑓2(𝑥, 𝑡).

(29)

В случае, когда 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝜙1(𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡) = 𝜙2(𝑥), то

𝑎(𝑥, 𝑡) =
𝑓1(𝑥, 𝑡)

𝜙′′
1(𝑡)

, 𝑏(𝑥, 𝑡) =
𝑓1(𝑥, 𝑡)

𝜙′′
2(𝑥)

.(30)

5. Эредитарные системы

При исследовании многих динамических систем возникает зада-
ча учета последействий, когда система описывается не только мгно-
венными значениями ее составляющих, но и состоянием системы в
предшествующие промежутки времени. Подобные последействия в
последнее время активно исследуются в различных разделах тех-
ники, физики, экологии и биологии и получили общее название
эредитарных. Подробное изложение теории и основные приложения
эредитарных процессов содержатся в книгах [11–13].
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В большинстве известных публикаций решается прямая задача —
исследование динамического процесса при известных параметрах.
Авторам неизвестны работы, в которых исследуется идентификация
систем, описываемых уравнениями с дробными производными. Этому
вопросу посвящен данный раздел.

5.1. Параметрическая идентификация эредитарных систем
с сосредоточенными параметрами

Рассмотрим динамические системы, описываемые дифференци-
альными уравнениями с дробными производными

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝐷
𝛼𝑘
0𝑡 𝑦 = 𝑥(𝑡)(31)

и c начальными условиями

𝐷𝛼𝑘−𝑗
0𝑡 𝑦 = 𝑏𝑘𝑗 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘;𝑚𝑘 = [𝛼𝑘] + 1.(32)

Здесь [12]

𝐷𝛼𝑘
0𝑡 𝑦 =

1

Γ(𝑚𝑘 − 𝛼𝑘)

𝑑𝑚𝑘

𝑑𝑡𝑚𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝑦(𝜏)

(𝑡− 𝜏)
𝛼𝑘−𝑚𝑘+1 𝑑𝜏, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Будем считать, что параметры системы удовлетворяют условиям
𝛼𝑘 > 0,𝑚𝑘 − 1 < 𝛼𝑘 ≤ 𝑚𝑘, 𝐴𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Постановка задачи 3. Требуется, зная входной 𝑥(𝑡) и соот-
ветствующий выходной 𝑦(𝑡) сигналы системы, найти ее параметры
𝛼𝑘 ∈ R, 𝐴𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Решение. Решение поставленной задачи основано на примене-
нии метода наименьших квадратов для минимизации в спектральной
области функционалов от полиномов с неизвестными коэффициента-
ми и дробными показателями.

Учитывая, что преобразование Лапласа для производной дроб-
ного порядка имеет вид [12]

𝐿 [𝐷𝛼
0𝑡𝑦(𝑡)] = 𝑝𝛼𝑌 (𝑝)−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑝
𝑗−1,

где 𝑌 (𝑝) =
∫︀ +∞
0

𝑦(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑝 — преобразование Лапласа функции 𝑦(𝑡),
определенное в области Re 𝑝 > 𝜎, в которой функция 𝑌 (𝑝) является
аналитической; 𝑏𝑗 = 𝐷𝛼−𝑗

0𝑡 𝑦, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 = [𝛼] + 1, — значения
производных соответствующего порядка функции 𝑦(𝑡) при 𝑡 = 0.
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Применив преобразование Лапласа к уравнению (31) с началь-
ными условиями (32), получим

𝑌 (𝑝)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑝
𝛼𝑘 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝑚𝑘∑︁
𝑗=1

𝑏𝑘𝑗𝑝
𝑗−1 = 𝑋(𝑝).

Отсюда, при значениях 𝑝 таких, что 𝑌 (𝑝) ̸= 0 и Re 𝑝 > 𝜎, имеем
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘𝑝
𝛼𝑘 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝐴𝑘

∑︀𝑚𝑘

𝑗=1 𝑏𝑘𝑗𝑝
𝑗−1

𝑌 (𝑝)
+

𝑋(𝑝)

𝑌 (𝑝)
.(33)

Эта формула положена в основу алгоритма определения пара-
метров 𝛼𝑘, 𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. �

Постановка задачи 4 (Общий случай). Требуется, зная вход-
ной сигнал 𝑥(𝑡) и соответствующий выходной сигнал 𝑦(𝑡) системы
(31) с начальными условиями (32), найти дробные показатели 𝛼𝑘,
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, и коэффициенты 𝐴𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Решение. Воспользовавшись выражением (33), введем функци-
онал

Φ (𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛) =

=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐵𝑘𝑝
𝛽𝑘 −

∑︀𝑛
𝑘=1 𝐵𝑘

∑︀𝑚𝑘

𝑗=1 𝑏𝑘𝑗𝑝
𝑗−1

𝑌 (𝑝)
− 𝑋(𝑝)

𝑌 (𝑝)

)︃2

с неизвестными параметрами 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 , 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, которые
найдем из условия минимума функционала

Φ (𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛) → min .

Необходимым условием минимума функционала

Φ (𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛)

является решение системы уравнений⎧⎨⎩ 𝜕Φ
𝜕𝐵𝑗

= 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝜕Φ
𝜕𝛽𝑗

= 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Из этого условия получаем систему уравнений для определе-
ния искомых параметров 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, далее находим
приближенные значения искомых неизвестных 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, 𝛼1,
𝛼2, . . . , 𝛼𝑛. �
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В работе авторов [14] приведены примеры, реализующие предло-
женный метод.

5.2. Параметрическая идентификация эредитарных систем
с распределенными параметрами

Рассматриваются динамические системы, описываемые диффе-
ренциальными уравнениями в частных производных дробного поряд-
ка

𝐴𝜕𝛼
𝑜𝑡𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝐵𝜕𝛽

𝑜𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑔(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑡 ∈ [0,∞)(34)

c начальными

𝜕𝛼
𝑜𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝑎𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚 = [𝛼] + 1,(35)

и краевыми условиями

𝜕𝛽
𝑜𝑡𝑢(𝑡, 0) = 𝑏𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 = [𝛽] + 1.(36)

Постановка задачи 5. Требуется, зная входной сигнал 𝑔(𝑡, 𝑥),
выходной сигнал 𝑢(𝑡, 𝑥) для системы (34) с начальными и краевыми
условиями (35), (36), найти ее параметры 𝐴,𝐵, 𝛼, 𝛽.

Решение. Решение поставленной задачи основано на примене-
нии метода наименьших квадратов для минимизации в спектральной
области функционалов от полиномов с неизвестными коэффициента-
ми и дробными показателями.

Отметим, что преобразование Лапласа для производной дробного
порядка имеет вид [13]:

𝐿 [𝐷𝛼
0𝑡𝑦(𝑡)] = 𝑝𝛼𝑌 (𝑝)−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑝
𝑗−1,

где

𝑌 (𝑝) =

∫︁ +∞

0

𝑦(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑝

— преобразование Лапласа функции 𝑦(𝑡), определенное в области
Re 𝑝 > 𝜎, в которой функция 𝑌 (𝑝) является аналитической, 𝑏𝑗 =

𝐷𝛼−𝑗
0𝑡 𝑦, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑛 = [𝛼] + 1 — значения производных соответ-

ствующего порядка функции 𝑦(𝑡) при 𝑡 = 0.
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Применив преобразование Лапласа к уравнению (34) с началь-
ными и краевыми условиями (35), (36) по переменным 𝑡, 𝑥, в предпо-
ложении, что 𝑈(𝑝1, 𝑝2) ̸= 0, получим

𝐴𝑝𝛼1 −𝐵𝑝𝛽2 =
𝐴
(︀
𝑝𝑚−1
1 𝑎1 (𝑝2) + · · ·+ 𝑎𝑚 (𝑝2)

)︀
𝑈 (𝑝1, 𝑝2)

−

−
𝐵
(︀
𝑝𝑛−1
2 𝑏1 (𝑝1) + · · ·+ 𝑏𝑛 (𝑝1)

)︀
−𝐺 (𝑝1, 𝑝2)

𝑈 (𝑝1, 𝑝2)
.

Пусть функции 𝐺(𝑝1, 𝑝2), 𝑈(𝑝1, 𝑝2) удовлетворяют условиям:

∙ 𝐺(𝑝1, 𝑝2) — аналитическая при Re 𝑝1 ≥ 𝑐1, Re 𝑝2 ≥ 𝑐′1,
∙ 𝑈(𝑝1, 𝑝2) — аналитическая при Re 𝑝1 ≥ 𝑐1, Re 𝑝2 ≥ 𝑐′1,
∙ 𝑈(𝑝1, 𝑝2) ̸= 0 при Re 𝑝1 ∈ [𝑎, 𝑏], Re 𝑝2 ∈ [𝑐, 𝑑],

где сегмент [𝑎, 𝑏] расположен в области [𝑐,+∞ ), 𝑐 = max (𝑐1, 𝑐2),
а сегмент [𝑐, 𝑑] расположен в области [𝑐′,+∞ ), 𝑐′ = max (𝑐′1, 𝑐

′
2).

Пусть область 𝐷 = [𝑎, 𝑏]× [𝑐, 𝑑]. Введем сетку узлов (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) ∈ 𝐷:

𝑡𝑖 =𝑎+
𝑏− 𝑎

𝑀
𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀,

𝜏𝑗 =𝑐+
𝑑− 𝑐

𝑁
𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁.

В области 𝐷 введем функционал

Φ (𝐴1, 𝐵1, 𝛼1, 𝛽1) =

=

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑀∑︁
𝑗=1

(︃
𝐴1𝑡

𝛼1
𝑖 −𝐵1𝜏

𝛽1

𝑗 −
𝐴1

(︀
𝑡𝑚−1
𝑖 𝑎1 (𝜏𝑗) + · · ·+ 𝑎𝑚 (𝜏𝑗)

)︀
𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)

+

+
𝐵1

(︀
𝜏𝑚−1
𝑗 𝑏1 (𝑡𝑖) + · · ·+ 𝑏𝑛 (𝑡𝑖)

)︀
+𝐺 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)

𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)

)︃2

.

Параметры 𝐴1, 𝐵1, 𝛼1, 𝛽1 находятся методом наименьших квад-
ратов из условия минимума функционала Φ (𝐴1, 𝐵1, 𝛼1, 𝛽1) → min.
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Из необходимого условия минимума функционала имеем систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙2
1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)−𝐵1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)𝜙1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)−

−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺 (𝑡𝑡, 𝜏𝑗)

𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)
𝜙1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) = 0,

𝐴1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)𝜙2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)−𝐵1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙2
2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)−

−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺 (𝑡𝑡, 𝜏𝑗)

𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)
𝜙2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) = 0,

𝐴1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) 𝑡
𝛼1
𝑖 ln (𝑡𝑖)−𝐵1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) 𝑡
𝛼1
𝑖 ln (𝑡𝑖)−

−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺 (𝑡𝑡, 𝜏𝑗)

𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)
𝑡𝛼1
𝑖 ln (𝑡𝑖) = 0,

𝐴1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙1 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) 𝑡
𝛽1

𝑖 ln (𝑡𝑖)−𝐵1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙2 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗) 𝑡
𝛽1

𝑖 ln (𝑡𝑖)−

−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺 (𝑡𝑡, 𝜏𝑗)

𝑈 (𝑡𝑖, 𝜏𝑗)
𝑡𝛽1

𝑖 ln (𝜏𝑖) = 0,

где

𝜙1 (𝑡, 𝜏) =𝑡𝛼1 − 𝑡𝑚−1𝑎1 (𝜏) + · · ·+ 𝑎𝑚 (𝜏)

𝑈 (𝑡, 𝜏)
,

𝜙2 (𝑡, 𝜏) =𝑡𝛽1 − 𝜏𝑛−1𝑏1 (𝑡) + · · ·+ 𝑏𝑛 (𝑡)

𝑈 (𝑡, 𝜏)
.

Решая данную систему относительно неизвестных 𝐴1, 𝐵1, 𝛼1, 𝛽1, по-
лучим приближенные значения искомых параметров 𝐴,𝐵, 𝛼, 𝛽. �

В работе авторов [15] приведены примеры, реализующие предло-
женный метод.
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6. Идентификация нелинейных систем

В данном разделе кратко перечисляется ряд результатов авторов
по идентификации нелинейных систем:

∙ идентификация нелинейных систем с запаздыванием исследова-
на в [16];

∙ идентификация нелинейных систем, описываемых интегральны-
ми уравнениями, рассмотрена в [17];

∙ приближенным методам идентификации нелинейных систем, по
серии входных тестовых сигналов посвящена работа [18];

∙ в работе [19] предложен метод восстановления входных сигналов
нелинейных систем.
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