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Метод глобального улучшения управления для
неоднородных дискретных систем

Аннотация. Рассматривается класс неоднородных дискретных систем
(НДС), как широко распространенных на практике, так и получающих-
ся при дискретизации непрерывных систем при решении задач оптимизации
итерационными методами. Для указанного класса формулируются доста-
точные условия оптимальности в двух формах и строится аналог метода
глобального улучшения Кротова. Приводится иллюстративный пример.
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Введение

К настоящему моменту времени в теории оптимального управле-
ния получено огромное количество теоретических результатов, вклю-
чающих как необходимые, так и достаточные условия оптимальности,
для самых разнообразных классов управляемых систем. Однако непо-
средственное использование любого из таких результатов, начиная
с классики — принцип максимума Понтрягина, метод динамическо-
го программирования Беллмана, наталкивается на непреодолимые
трудности разрешимости в аналитическом виде тех или иных соот-
ношений, следующих из теории, для любой практической задачи.
Поэтому теоретические результаты сопровождались построением и
развитием разнообразных итерационных методов. Отследить все ра-
боты не представляется возможным, некоторое представление дает
обзор [1], отталкивающийся от разработок на основе достаточных
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условий оптимальности Кротова [2], поскольку эти условия, их анало-
ги и обобщения будут существенно использоваться далее. В работе
рассматривается класс неоднородных дискретных управляемых си-
стем, как продолжение исследований для непрерывных систем той же
структуры.

Один из возможных подходов состоит в обобщении для них доста-
точных условий оптимальности Кротова [2]. За основу взята абстракт-
ная динамическая система как многошаговая, операторы которой на
разных шагах допускают различную интерпретацию [3]. В [4–7] пред-
ложена и развита математическая модель дискретно-непрерывной
системы (ДНС) в виде конкретизации указанной абстрактной модели
[2], применимая для широкого класса задач управления неоднород-
ными процессами, и для нее получен аналог достаточных условий
Кротова для непрерывных и дискретных систем. При таком подходе
строится иерархическая модель, в которой нижний уровень представ-
ляет собой описания однородных процессов на отдельных этапах, а
верхний уровень связывает эти описания в единый процесс и управля-
ет функционированием всей системы в целом. В различных задачах
управления, в частности в задачах оптимизации, оба уровня рассмат-
риваются во взаимодействии. Заметим, что на нижнем уровне на
каждом из этапов фигурировали непрерывные управляемые системы.

В данной работе рассматривается модель, в которой и на нижнем
уровне, действуют дискретные управляемые системы (ДДС) [7]. Та-
кие системы могут рассматриваться как самостоятельные «дискретно–
дискретные», так и в качестве вспомогательных для ДНС с учетом
естественной дискретизации непрерывных подсистем в реальных вы-
числениях.

Для НДС строится аналог метода глобального улучшения управ-
ления Кротова [8,9]. Рассматривается иллюстративный пример.

1. Неоднородные дискретные процессы и основные
конструкции

Рассмотрим подробнее важное приложение иерархического прин-
ципа как прямой аналог динамической ДНС — двухуровневую модель,
в которой нижний уровень составляют дискретные динамические
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системы однородной структуры. На верхнем уровне фигурирует дис-
кретная модель общего вида

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)),

𝑘 ∈ K = {𝑘𝐼 , 𝑘𝐼 + 1, ..., 𝑘𝐹 },
𝑢 ∈ U(𝑘, 𝑥),

(1)

где 𝑘 — номер шага (этапа), 𝑥 и 𝑢 — соответственно переменные
состояния и управления произвольной природы (возможно различной)
для различных 𝑘, U(𝑘, 𝑥) — заданное при каждом 𝑘 и 𝑥 множество.

На некотором подмножестве K′ ⊂ K, 𝑘𝐹 /∈ K′ управление 𝑢(𝑘) ин-
терпретируется как пара

(︀
𝑢𝑣(𝑘),𝑚𝑑(𝑘)

)︀
. В этой паре процесс 𝑚𝑑(𝑘) об-

разован парой функций (𝑥𝑑(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑑(𝑘, 𝑡)), заданных при 𝑡 ∈ T(𝑘, 𝑧(𝑘)),
и принадлежит множеству D𝑑 допустимых процессов, удовлетворяю-
щих системе

𝑥𝑑(𝑘, 𝑡+ 1) = 𝑓𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑑(𝑘, 𝑡)),

𝑧 = (𝑘, 𝑥, 𝑢𝑣) ,

𝑡 ∈ T = {𝑡𝐼(𝑧), 𝑡𝐼(𝑧) + 1, . . . , 𝑡𝐹 (𝑧)},

𝑥𝑑 ∈ X𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡),

𝑢𝑑 ∈ U𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
.

(2)

Здесь X𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡), U𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
— заданные при каждом 𝑡, 𝑧 и 𝑥𝑑

множества. Оператор правой части (1) сводится к следующему:

𝑓 (𝑘, 𝑥, 𝑢) = 𝜃(𝑧, 𝛾𝑑(𝑧)),

𝛾𝑑(𝑧) ∈ Γ𝑑(𝑘, 𝑧) = {(𝑡𝐼 , 𝑥𝑑𝐼 , 𝑡𝐹 , 𝑥𝑑𝐹 ) : 𝑡𝐼 = 𝜏(𝑘, 𝑧), 𝑥𝑑𝐼 = 𝜉(𝑘, 𝑧),

𝑡𝐹 = 𝜗(𝑘, 𝑧), 𝑥𝑑𝐹 ∈ Γ𝑑
𝐹 (𝑘, 𝑧)}.

На множестве D процессов

𝑚 =
(︀
𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑥𝑑(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑑(𝑘, 𝑡)

)︀
,

удовлетворяющих (1) и (2), рассматривается задача оптимального
управления о минимизации концевого функционала 𝐼 = 𝐹 (𝑥 (𝑘𝐹 )) при
фиксированных 𝑘𝐼 = 0, 𝑘𝐹 , 𝑥 (𝑘𝐼) и дополнительных ограничениях
𝑥(𝑘) ∈ X(𝑘).

Для решения этой задачи вводится множество E процессов 𝑚,
где исключены дискретные цепочки, и обобщенный лагранжиан по
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аналогии с лагранжианом для ДНС [3,7]:

𝐿 = 𝐺 (𝑥 (𝑘𝐹 ))−
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

𝑅(𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘))

+
∑︁
K′

(︁
𝐺𝑑(𝑧)−

∑︁
T(𝑧)∖𝑡𝐹

𝑅𝑑(𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑑(𝑘, 𝑡))
)︁
,

𝐺 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝜙 (𝑘𝐹 , 𝑥)− 𝜙 (𝑘𝐼 , 𝑥 (𝑘𝐼)) ,

𝑅 (𝑘, 𝑥, 𝑢) = 𝜙 (𝑘 + 1, 𝑓 (𝑘, 𝑥, 𝑢))− 𝜙 (𝑘, 𝑥) ,

𝐺𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝛾𝑑

)︀
= −𝜙

(︀
𝑘 + 1, 𝜃

(︀
𝑘, 𝑧, 𝛾𝑑

)︀)︀
+ 𝜙 (𝑘, 𝑥 (𝑘))

+ 𝜙𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡𝐹 , 𝑥

𝑑
𝐹

)︀
− 𝜙𝑑

(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡𝐼 , 𝑥

𝑑
𝐼

)︀
,

𝑅𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑

)︀
= 𝜙𝑑

(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡+ 1, 𝑓𝑑

(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑

)︀)︀
− 𝜙𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑),

𝜇𝑑 (𝑘, 𝑧, 𝑡) = sup{𝑅𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑

)︀
: 𝑥𝑑 ∈ X𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡),

𝑢𝑑 ∈ U𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
},

𝑙𝑑 (𝑘, 𝑧) = inf{𝐺𝑑(𝑘, 𝑧, 𝛾𝑑) : 𝛾𝑑 ∈ Γ𝑑(𝑘, 𝑧),

𝑥𝑑 ∈ X𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡𝐹 )},

𝜇(𝑘) =

{︃
sup{𝑅 (𝑘, 𝑥, 𝑢) : 𝑥 ∈ X(𝑘), 𝑢 ∈ U (𝑘, 𝑥)}, 𝑡 ∈ K ∖K′,

− inf{𝑙𝑑 (𝑧) : 𝑥 ∈ X (𝑘) , 𝑢𝑣 ∈ U𝑣 (𝑘, 𝑥)}, 𝑘 ∈ K′,

𝑙 = inf{𝐺 (𝑥) : 𝑥 ∈ Γ ∩X (𝑘𝐹 )}.

Здесь 𝜙 (𝑘, 𝑥) — произвольный функционал, 𝜙𝑑
(︀
𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
— про-

извольное параметрическое семейство функционалов с параметрами
𝑘 и 𝑧.

Легко убедиться, что 𝐿(𝑚) = 𝐼(𝑚) при 𝑚 ∈ D, т. е. при выполне-
нии отброшенных связей 𝐿(𝑚) совпадает с 𝐼(𝑚). Действительно, при
𝑚 ∈ D

𝑅 = 𝜙 (𝑘 + 1, 𝑥(𝑘 + 1))− 𝜙 (𝑘, 𝑥) ,

𝑅𝑑 = 𝜙𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡+ 1, 𝑥𝑑(𝑡+ 1))− 𝜙𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑),

𝐿 = 𝐹 (𝑥(𝑘𝐹 ) +
∑︁
K∖K′

(𝜙 (𝑘, 𝑥)− 𝜙 (𝑘, 𝑥))

+
∑︁
K′

(︁ ∑︁
T(𝑘,𝑧)

(︀
𝜙𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑)− 𝜙𝑑(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑)

)︀)︁
.

Отсюда непосредственно следуют теоремы аналогичные теоремам
для ДНС [3,7].
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Теорема 1. Для любого элемента 𝑚 ∈ D и любых 𝜙,𝜙𝑑 имеет
место оценка

𝐼(𝑚)− inf
D
𝐼 ≤ Δ = 𝐼(𝑚)− 𝑙.

Пусть имеются два процесса 𝑚I ∈ D и 𝑚II ∈ E и функции 𝜙 и
𝜙𝑑, такие, что 𝐿

(︀
𝑚II

)︀
< 𝐿

(︀
𝑚I

)︀
= 𝐼

(︀
𝑚I

)︀
, и 𝑚II ∈ D.

Тогда 𝐼(𝑚II) < 𝐼(𝑚I).

Теорема 2. Пусть имеются такие последовательность процес-
сов {𝑚𝑠} ⊂ D и функционалы 𝜙, 𝜙𝑑, что:

(1) 𝑅 (𝑘, 𝑥𝑠 (𝑘) , 𝑢𝑠 (𝑘)) → 𝜇 (𝑘) , 𝑘 ∈ K;

(2) 𝑅𝑑
(︀
𝑧𝑠, 𝑡, 𝑥

𝑑
𝑠 (𝑡) , 𝑢

𝑑
𝑠 (𝑡)

)︀
− 𝜇𝑑 (𝑧𝑠, 𝑡) → 0, 𝑘 ∈ K′, 𝑡 ∈ T (𝑧𝑠) ;

(3) 𝐺𝑑
(︀
𝑧𝑠, 𝛾

𝑑
𝑠

)︀
− 𝑙𝑑 (𝑧𝑠) → 0, 𝑘 ∈ K′;

(4) 𝐺 (𝑥𝑠 (𝑡𝐹 )) → 𝑙.

Тогда последовательность {𝑚𝑠} — минимизирующая для 𝐼 на
D.

2. Достаточные условия в форме Беллмана

Один из возможных способов задания пары (𝜙,𝜙𝑑) — это по-
требовать выполнения условия inf

{𝑚𝑢}
𝐿 = 0 тождественно при всех

𝑚𝑥. Здесь 𝑚𝑢 = (𝑢(𝑘), 𝑢𝑣(𝑘), 𝑢𝑑(𝑘, 𝑡)), т.е. совокупность управляю-
щих функций, принимающих значения из U, U𝑣, U𝑑 соответственно,
𝑚𝑥 = (𝑥(𝑘), 𝑥𝑑(𝑘, 𝑡)) — совокупность траекторий верхнего и нижне-
го уровня. Такое требование непосредственно ведет к конкретным
условиям оптимальности типа Беллмана, которые также могут быть
использованы для построения эффективных итераций улучшения про-
цесса. Пусть Γ𝑑

𝐹 (𝑧) = R𝑛(𝑘), 𝜃
(︀
𝑧, 𝛾𝑑

)︀
= 𝜃

(︀
𝑧, 𝑥𝑑𝐹

)︀
. Других ограничений

на переменные состояния нет.
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Получается следующая рекуррентная цепочка относительно функ-
ционалов Кротова–Беллмана двух уровней 𝜙 и 𝜙𝑑 (𝑧):

𝜙 (𝑘, 𝑥) = sup
𝑢∈U(𝑘,𝑥)

𝜙 (𝑘 + 1, 𝑓 (𝑘, 𝑥 (𝑘) , 𝑢)) , 𝑘 ∈ K ∖K′ ∖ 𝑘𝐹 ,

𝜙 (𝑘𝐹 , 𝑥) = −𝐹 (𝑥) ,

𝜙𝑑(𝑘, 𝑡) = sup
𝑢𝑑∈Ud(𝑧,𝑡,𝑥𝑑)

𝜙𝑑
(︀
𝑘, 𝑡+ 1, 𝑓𝑑

(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑑 (𝑘, 𝑡) , 𝑢𝑑

)︀)︀
,

𝜙𝑑
(︀
𝑧, 𝑡𝐹 , 𝑥

𝑑
𝐹

)︀
= 𝜙

(︀
𝑘 + 1, 𝜃

(︀
𝑧, 𝑥𝑑𝐹

)︀)︀
,

𝜙 (𝑘, 𝑥) = sup
𝑢𝑣∈U𝑣(𝑡,𝑥)

𝜙𝑑 (𝑧, 𝜏 (𝑧) , 𝜉 (𝑧)) , 𝑘 ∈ K′,

(3)

которая разрешается в порядке следования от 𝑘𝐹 к 𝑘𝐼 .
Предположим, что решение этой цепочки

(︀
𝜙 (𝑘, 𝑥 (𝑘)) , 𝜙𝑑

(︀
𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀)︀
существует и, кроме того, существуют соответствующие этому реше-
нию функции �̃� (𝑘, 𝑥) , �̃�𝑣 (𝑘, 𝑥) , �̃�𝑑

(︀
𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
, получающиеся в резуль-

тате операций максимума в (3). Подставляя эти функции в правые
части заданных дискретных соотношений, будем иметь:

𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓 (𝑘, 𝑥 (𝑡) , �̃� (𝑘, 𝑥 (𝑡))) , 𝑥 (𝑘𝐼) = 𝑥𝐼 , 𝑘 ∈ K ∖K′ ∖ 𝑘𝐹 ,

𝑥 (𝑘 + 1) = 𝜃
(︀
𝑘, 𝑥 (𝑘) , �̃�𝑣 (𝑘, 𝑥 (𝑘)) , 𝛾𝑑 (𝑧)

)︀
,

𝑥𝑑(𝑘, 𝑡+ 1) = 𝑓𝑑
(︀
𝑘, 𝑥 (𝑘) , �̃�𝑣 (𝑘, 𝑥 (𝑘)) , 𝑡, 𝑥𝑑, �̃�𝑑

(︀
𝑧(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑

)︀)︀
,

𝑡𝐼 = 𝜏 (𝑧(𝑘)) , 𝑥𝑑 (𝑡𝐼) = 𝜉 (𝑧(𝑘)) ,

𝑧(𝑘) = (𝑘, 𝑥 (𝑘) , �̃�𝑣 (𝑘, 𝑥 (𝑘)))

при 𝑘 ∈ K′. Тогда решение этой дискретно–дискретной цепочки

(𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘))* , 𝑘 ∈ K ∖K′,(︀
𝑥 (𝑘) , �̂� (𝑘) , 𝑥𝑑 (𝑘, 𝑡) , 𝑢𝑑 (𝑘, 𝑡)

)︀
* , 𝑘 ∈ K′, 𝑡 ∈ T (𝑧*(𝑘)) ,

если оно существует, задает в целом оптимальный «дискретно–дис-
кретный» процесс 𝑚*. Заметим, что функцию 𝜙𝑑(𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑) в данном
случае можно считать фактически не зависящей от 𝑥, поскольку она,
как синтезирующая, «обслуживает» семейство задач для различных
начальных условий.

3. Метод глобального улучшения

В работах [8, 9] был предложен метод глобального улучшения
управления, его аналог для ДНС получен в работе [10], а модификации
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для линейных ДНС и билинейного случая — в [11, 12]. Построим
теперь аналогичную процедуру для ДДС.

Предположим, что X(𝑘) = R𝑚(𝑘), X𝑑(𝑧, 𝑡) = R𝑛(𝑘), 𝑡𝐼 = 𝜏 (𝑧),
𝑡𝐹 = 𝜗(𝑧), 𝑥𝑑𝐼 = 𝜉 (𝑧), 𝑘𝐼 , 𝑥𝐼 и 𝑘𝐹 — заданы, 𝑥𝑑𝐹 ∈ R𝑛(𝑘).

Задан элемент 𝑚I ∈ D. Функции 𝜙 (𝑘, 𝑥 (𝑘)), 𝜙𝑑
(︀
𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑

)︀
найдем

из условий:

𝑅
(︀
𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢𝐼(𝑘)

)︀
→ min

𝑥
,(4)

𝐺 (𝑥) → max,(5)

𝑅𝑑
(︀
𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑 (𝑘, 𝑡) , 𝑢𝑑I (𝑘, 𝑡)

)︀
→ min

𝑥𝑑
,(6)

𝐺𝑑
(︀
𝑧, �̃�𝑑(𝑡𝐹 , 𝑧)

)︀
−

∑︁
T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

𝑅𝑑(𝑧(𝑘), 𝑡, �̃�𝑑(𝑡, 𝑧), 𝑢𝑑I(𝑘, 𝑡)) → max
𝑥
,(7)

где �̃�𝑑(𝑡, 𝑧) — результат операции в (6). Минимизация и максимизация
производится по областям, где ожидается прохождение улучшенной
траектории. Такие области, как правило, известны в практических
приложениях.

Эти условия могут быть выполнены неоднозначно и оставляют
значительную свободу выбора функций 𝜙 и 𝜙𝑑. Если потребовать,
чтобы левые части в этих условиях не зависели от 𝑥, 𝑥𝑑, то получится
дискретно-дискретная цепочка относительно 𝜙,𝜙𝑑, описываемая урав-
нениями типа (3) для схемы Беллмана, не содержащими операции
поиска максимума по 𝑢, 𝑢𝑑 и, следовательно, линейными относительно
𝜙𝑑:

𝜙 (𝑘, 𝑥) = 𝜙
(︀
𝑘 + 1, 𝑓

(︀
𝑘, 𝑥 (𝑘) , 𝑢I(𝑘)

)︀)︀
, 𝑘 ∈ K ∖K′ ∖ 𝑘𝐹 ,

𝜙 (𝑘𝐹 , 𝑥) = −𝐹 (𝑥) ,

𝜙𝑑(𝑘, 𝑡) = 𝜙𝑑
(︀
𝑘, 𝑡+ 1, 𝑓𝑑

(︀
𝑘, 𝑥 (𝑘) , 𝑢𝑑I(𝑘)

)︀
, 𝑥𝑑 (𝑘, 𝑡)

)︀
,

𝜙𝑑
(︀
𝑧, 𝑡𝐹 , 𝑥

𝑑
𝐹

)︀
= 𝜙

(︀
𝑘 + 1, 𝜃

(︀
𝑧, 𝑥𝑑𝐹

)︀)︀
,

𝜙 (𝑘, 𝑥) = 𝜙𝑑 (𝑧, 𝜏 (𝑧) , 𝜉 (𝑧)) , 𝑘 ∈ K′,

которая разрешается в порядке следования от 𝑘𝐹 к 𝑘𝐼 .
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Пусть

�̃� (𝑘, 𝑥) = arg max
𝑢∈U(𝑘,𝑥)

𝑅 (𝑘, 𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) ,

�̃�𝑑 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐) = arg max
𝑢𝑑∈U𝑑(𝑧,𝑡,𝑥𝑐)

𝑅𝑑
(︀
𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑

)︀
,

�̃�𝑣 (𝑘, 𝑥) = arg min
𝑢𝑣∈U𝑣(𝑘)

(︂
𝐺𝑑(𝑧, 𝛾𝑑(𝑧))−

∑︁
T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

�̃�𝑑 (𝑧, 𝑡)

)︂
,

где �̃�𝑑 (𝑧, 𝑡) = 𝑅𝑑
(︀
𝑧, 𝑡, �̃�𝑑(𝑧, 𝑡), �̃�𝑑

(︀
𝑧, 𝑡, �̃�𝑑(𝑧, 𝑡)

)︀)︀
.

Тогда из заданной дискретно-непрерывной системы и началь-
ных условий при полученных управлениях находятся функции 𝑥II(𝑘),
𝑥𝑑II(𝑘, 𝑡) и программы управлений:

𝑢II (𝑘) = �̃�
(︀
𝑘, 𝑥II(𝑘)

)︀
, 𝑢𝑣II (𝑘) = �̃�𝑣

(︀
𝑘, 𝑥II(𝑘)

)︀
,

𝑢𝑑II (𝑘, 𝑡) = �̃�𝑑
(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥II(𝑘), 𝑥𝑑II(𝑘, 𝑡)

)︀
,

т.е. элемент 𝑚II , такой что 𝐼
(︀
𝑚II

)︀
≤ 𝐼

(︀
𝑚I

)︀
. Повторяя итерационно

эти операции, получим улучшающую последовательность {𝑚𝑠}.
В этом случае справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Если элемент 𝑚I не является решением задачи, то
справедливо неравенство 𝐿

(︀
𝑚I

)︀
> 𝐿

(︀
𝑚II

)︀
.

Доказательство. Воспользуемся фактом, что на множестве D
функционалы 𝐼 и 𝐿 совпадают. Имеем

𝐿(𝑚II, 𝜙I, 𝜙𝑑I)− 𝐿(𝑚I, 𝜙I, 𝜙𝑑I)

= 𝐺(𝑥II)−𝐺(𝑥I)

−
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

(𝑅(𝑘, 𝑥II(𝑘), 𝑢II(𝑘), 𝜙I)−𝑅(𝑘, 𝑥I(𝑘), 𝑢I(𝑘), 𝜙I)
)︀

+
∑︁
K′

(𝐺𝑑(𝑧II(𝑘), 𝜙I, 𝜙𝑑I)−𝐺𝑑(𝑧I(𝑘), 𝜙I, 𝜙𝑑I))

−
∑︁

T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

(𝑅𝑑(𝑧II(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑II(𝑡), 𝑢𝑑II(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I)

−𝑅𝑑(𝑧I(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑I(𝑡), 𝑢𝑑I(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I))

= Δ1 −Δ2 +Δ3 −Δ4,

где Δ1 = 𝐺(𝑥II)−𝐺(𝑥I) < 0 в силу условия (5).
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Δ2 =
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

(𝑅(𝑘, 𝑥II(𝑘), 𝑢II(𝑘), 𝜙I)−𝑅(𝑘, 𝑥I(𝑘), 𝑢I(𝑘), 𝜙I))

=
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

(𝑅(𝑘, 𝑥II(𝑘), 𝑢II(𝑘), 𝜙I)−𝑅(𝑘, 𝑥II(𝑘), 𝑢I(𝑘), 𝜙I))

+
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

(𝑅(𝑘, 𝑥II(𝑘), 𝑢I(𝑘), 𝜙I)−𝑅(𝑘, 𝑥I(𝑘), 𝑢I(𝑘), 𝜙I))

> 0

согласно (4). Далее имеем

Δ3 =
∑︁
K′

(𝐺𝑑(𝑧II(𝑘), 𝜙I, 𝜙𝑑I)−𝐺𝑑(𝑧I(𝑘), 𝜙I, 𝜙𝑑I)) < 0,

и

Δ4 =
∑︁

T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

(𝑅𝑑(𝑧II(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑II(𝑡), 𝑢𝑑II(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I)

−𝑅𝑑(𝑧I(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑I(𝑡), 𝑢𝑑I(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I)) =

=
∑︁

T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

(𝑅𝑑(𝑧II(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑II(𝑡), 𝑢𝑑II(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I)

−𝑅𝑑(𝑧II(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑II(𝑡), 𝑢𝑑I(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I))+

+
∑︁

T(𝑧(𝑘))∖𝑡𝐹

(𝑅𝑑(𝑧II(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑II(𝑡), 𝑢𝑐I(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I)

−𝑅𝑑(𝑧I(𝑘), 𝑡, 𝑥𝑑I(𝑡), 𝑢𝑑I(𝑡), 𝜙I, 𝜙𝑑I))

> 0

в силу условий (6), (7).
Тогда

𝐿(𝑚II)− 𝐿(𝑚I) = Δ1 −Δ2 +Δ3 −Δ4 < 0.

�

Будем далее выполнять указанные операции приближенно в доста-
точно малой окрестности траектории дискретно-дискретного процесса
𝑚I. Возможны различные схемы аппроксимации.
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Зададим конструкции 𝜙 и 𝜙𝑑 в виде:

𝜙(𝑘, 𝑥) = 𝜓(𝑘)𝑥,

𝜙(𝑘, 𝑡, 𝑥, 𝑥𝑑) = 𝜓𝑑(𝑘, 𝑡)𝑥𝑑 + 𝜆(𝑘, 𝑡)𝑥,

где 𝜓,𝜓𝑑, 𝜆 —векторы соответствующих размеров, и рассмотрим наи-
более простой вариант аппроксимаций — линейный. Тогда для выпол-
нения условий (1) –(4) достаточно положить:

𝐺𝑥 = 0, 𝑅𝑥 = 0, 𝑅𝑑
𝑥𝑑 = 0, 𝑅𝑑

𝑥 = 0, 𝐺𝑑
𝑥𝑑
𝐹
= 0, 𝐺𝑑

𝑥 = 0,

𝜕

𝜕𝑥
(𝜙(𝑘 + 1, 𝜃(𝑧, 𝛾𝑑))− 𝜙𝑑(𝑧, 𝜗(𝑧), 𝑥𝑑𝐹 )) = 0,

где
𝛾𝑑 = 𝜔(𝑧, 𝑥𝑑𝐹 ) = (𝜏(𝑧), 𝜗(𝑧), 𝜉(𝑧), 𝑥𝑑𝐹 ).

Значения переменных здесь и ниже берутся на элементе 𝑚I для соот-
ветствующих 𝑘 и 𝑡.

Расшифровка указанных условий приводит к задаче Коши для
НДС относительно 𝜓,𝜓𝑑, 𝜆 с начальными условиями на правом конце:

𝜓(𝑘𝐹 ) = −𝐹𝑥(𝑥(𝑘𝐹 )),

𝜓(𝑘) = 𝐻𝑥(𝜓(𝑘 + 1)),

𝐻(𝑘, 𝜓, 𝑥, 𝑢) = 𝜓T𝑓(𝑘, 𝑥, 𝑢), 𝑘 ∈ K ∖K′ ∖ 𝑘𝐹 ,

𝜓(𝑘) = 𝜆(𝑡𝐼) + 𝜉T𝑥 𝜓
𝑑(𝑡𝐼)− 𝜏T𝑥 𝐻

𝑑(𝑡𝐼),

𝜓𝑑(𝑘, 𝑡) = 𝐻𝑑
𝑥𝑑(𝜓

𝑑(𝑘, 𝑡+ 1)),

𝜓𝑑(𝑘, 𝑡𝐹 ) = 𝐻𝑥𝑑
𝐹
(𝑧, 𝜓(𝑘 + 1), 𝑥𝑑𝐹 ),

𝜆(𝑘, 𝑡) = 𝐻𝑑
𝑥 ,

𝜆(𝑘, 𝑡𝐹 ) = 𝐻𝑥(𝜓(𝑘 + 1)) +𝐻𝑡𝐹 𝜗𝑥 +𝐻𝑡𝐼 𝜏𝑥 − 𝜉T𝑥𝐻𝑥(𝜓(𝑘 + 1)).

𝐻(𝑧, 𝜓, 𝑥𝑑𝐹 ) = 𝜓T𝜃(𝑧, 𝑥𝑑𝐹 ),

𝐻𝑑(𝑧, 𝑡, 𝜓𝑑, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑) = 𝜓𝑑T𝑓𝑑(𝑧, 𝑡, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑), 𝑘 ∈ K′.

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь необходимые для
понимания соотношений аргументы 𝜓(𝑘 + 1), 𝜓𝑑(𝑘, 𝑡+ 1). Отметим,
что эта система линейна, т.е. заведомо разрешается.

4. Итерационная процедура

На основе полученных соотношений можно сформулировать сле-
дующую итерационную процедуру.
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(1) «Слева направо» просчитывается НДС (1), (2) при 𝑢 = 𝑢𝑠(𝑘), 𝑢𝑣 =

𝑢𝑣𝑠(𝑘), 𝑢𝑑 = 𝑢𝑑𝑠(𝑘, 𝑡) и заданных начальных условиях, получается
соответствующая траектория (𝑥𝑠(𝑘), 𝑥𝑑𝑠(𝑘, 𝑡)).

(2) «Справа налево» разрешается НДС относительно 𝜓(𝑘), 𝜓𝑑(𝑘, 𝑡) и
𝜆(𝑘, 𝑡).

(3) Находятся �̃�, �̃�𝑣, �̃�𝑑.
(4) Просчитывается «слева направо» исходная НДС (1), (2) при �̃�,

�̃�𝑣, �̃�𝑑 и начальном условии 𝑥(𝑘𝐼) = 𝑥𝐼 .

Процесс итераций заканчивается, когда |𝐼𝑠+1 − 𝐼𝑠| ≈ 0 с заданной
точностью.

Имеет место следующее утверждение о сходимости.

Теорема 4. Пусть для НДС (1), (2) построена указанная ите-
рационная процедура, и функционал 𝐼 ограничен снизу. Тогда она
генерирует улучшающую последовательность элементов {𝑚𝑠} ∈ D,
сходящуюся по функционалу, т.е. существует число 𝐼*, такое что
𝐼* ≤ 𝐼(𝑚𝑠), 𝐼(𝑚𝑠) → 𝐼*.

Доказательство. Доказательство следует непосредственно из
свойства монотонности (по функционалу) рассмотренного оператора
улучшения. Таким образом, получается монотонная числовая после-
довательность

{𝐼𝑠)} = {𝐼(𝑚𝑠)}, 𝐼𝑠+1 ≤ 𝐼𝑠,

ограниченная снизу, которая по известной теореме анализа сходится
к некоторому пределу: 𝐼𝑠 → 𝐼*. �

Пример 1. Проиллюстрируем один шаг метода на примере. Пусть
задана неоднородная дискретная управляемая система:

𝑥𝑑1(𝑡+ 1) = (𝑥𝑑2(𝑡))
2 + 𝑢𝑑(𝑡), 𝑥𝑑2(𝑡+ 1) = 𝑥𝑑1(𝑡),

𝑥𝑑1(0) = 𝑥𝑑2(0) = 1, |𝑢𝑑(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 = 0, 1, 2;

𝑥𝑑1(𝑡+ 1) = −𝑥𝑑1(𝑡) + 𝑢𝑑1(𝑡), |𝑢𝑑1(𝑡)| ≤ 2, 𝑡 = 3, 4;

𝐼 = 𝑥𝑑1(5) → min .

Нетрудно видеть, что 𝐾 = 0, 1, 2. Поскольку роль связующей перемен-
ной на двух рассматриваемых этапах играет 𝑥𝑑1, то в терминах этой
переменной легко записать процесс верхнего уровня: 𝑥(0) = 𝑥𝑑1(0, 0),
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𝑥(1) = 𝑥𝑑1(0, 3), 𝑥(2) = 𝑥𝑑1(1, 5), 𝑥(1) = 𝑥𝑑1(0, 3) = 𝜃, 𝑥𝑑1(1, 4) = 𝑥(1) = 𝜉 .
Тогда 𝐼 = 𝑥(2). Основные конструкции принимают вид:

𝐻𝑑(0, 𝑡, 𝜓𝑑
1(0, 𝑡+ 1), 𝜓𝑑

2(0, 𝑡+ 1), 𝑥𝑑1, 𝑥
𝑑
2, 𝑢

𝑑)

= 𝜓𝑑
1(0, 𝑡+ 1)((𝑥𝑑2(𝑡))

2 + 𝑢𝑑(𝑡)) + 𝜓𝑑
2(0, 𝑡+ 1)𝑥𝑑1(𝑡),

𝐻𝑑(1, 𝑡, 𝜓𝑑
1(1, 𝑡+ 1), 𝑥𝑑1, 𝑢

𝑑
1) = 𝜓𝑑

1(1, 𝑡+ 1)(−𝑥𝑑1(𝑡) + 𝑢𝑑1(𝑡))

𝐻(𝑘, 𝜓(𝑘 + 1), 𝑥) = 𝜓(𝑘 + 1)𝑥𝑑1(𝑘, 𝑡𝐹 ),

𝜓(1) = 0, 𝜓𝑑
1(0, 𝑡) = 𝜓𝑑

2(0, 𝑡+ 1), 𝜓𝑑
1(0, 3) = 1,

𝜓(2) = −1, 𝜓𝑑
2(0, 𝑡+ 1) = 2𝜓𝑑

1(0, 𝑡+ 1)𝑥𝑑2(0, 𝑡), 𝜓𝑑
2(0, 3) = 0,

𝜓𝑑
1(1, 𝑡) = −𝜓𝑑

1(1, 𝑡+ 1), 𝜓𝑑
1(1, 5) = −1.

Управляющие воздействия определяются по формулам: 𝑢𝑑(0, 𝑡) =
sign(𝜓𝑑

1(0, 𝑡+ 1)), 𝑢𝑑1(1, 𝑡) = 2sign(𝜓𝑑
1(1, 𝑡+ 1)). Поскольку уравнения

нижнего уровня не зависят от переменной 𝑥 верхнего уровня, то
𝜆(𝑘, 𝑡) = 0.

В качестве начального приближения были выбраны значения
𝑢𝑑(0, 𝑡) = 𝑢𝑑1(1, 𝑡) = −1, при этом 𝐼1 = −1. После выполнения одного
шага 𝑢𝑑(0, 𝑡) = 1, 𝑢𝑑1(1, 𝑡) = 2. Тогда 𝐼2 = −3, что подтверждает
работоспособность предложенного алгоритма.

5. Заключение

Таким образом, в работе приведена иерархическая модель неодно-
родной дискретной системы (НДС), для которой поставлена задача
оптимального управления. Даны достаточные условия оптимальности
типа Кротова в двух формах. На их основе получен аналог метода
глобального улучшения Кротова. Доказана теоремы об улучшаемо-
сти начального приближения и сходимости метода по функционалу.
Рассмотрен иллюстративный пример.
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Vladimir Gurman, Irina Rasina. Global Control Improvement Method for
Non-homogeneous Discrete Systems.

Abstract. The class of non-homogeneous discrete systems is considered. These
systems are prevalent in practice and can be obtained from discretization of continuous
systems when optimization problems are solving using iterative methods. For this
class of systems Krotov type sufficient optimality conditions are formulated in two
different forms. The prototype of Krotov global improvement method is constructed.
An illustrative example is presented. (In Russian).
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