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Аннотация. В статье описывается реализация решения задачи Дирихле
для уравнения Пуассона методом Гаусса-Зейделя на языке параллельно-
го программирования T++.
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Введение

Задача Дирихле для уравнения Пуассона является одной из клас-
сических задач математической физики. Для решения уравнений
с частными производными как правило используются сеточные мето-
ды, Нередко с помощью компьютера в области определения строится
сетка, и составляется разностное уравнение, в котором искомыми
неизвестными являются значения функции в узлах сетки. Решение
разностного уравнение также можно искать по-разному. На прак-
тике широко применяются итерационные методы. Вычислительная
схема в этом случае описывает, как следующее состояние сетки зави-
сит от предыдущего. В результате счета на компьютере получается
приближенное решение уравнений с частными производными.

Бывают сложные модели, в которых строятся сетки с большим
количеством узлов: десятки миллионов и даже больше. Актуальной
задачей для таких моделей является распараллеливание вычисле-
ний с целью сокращения времени счета. При распараллеливании
моделей с расчетными сетками обычно осуществляется декомпозиция
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расчетной области, то есть расчетная сетка делится на подобласти,
которые распределяются между вычислительными узлами высокопро-
изводительных вычислительных комплексов. В процессе счета узлы
комплекса обмениваются граничными значениями областей для со-
хранения корректности модели. Примеры с решением этой же задачи
указанными сеточными методами описаны в [1–4].

OpenTS — одна из систем для параллельного программирова-
ния [5–9]. В ней используется язык программирования T++, кото-
рый является синтаксическим расширением языка программирования
C++. Язык Т++ отличается от C++ наличием нескольких дополни-
тельных ключевых слов, которые вставляются в описание некоторых
функций или переменных. Для распараллеливания OpenTS исполь-
зует библиотеку для параллельных вычислений MPI, но вызывать
функции MPI внутри программы на T++ программисту при этом нет
необходимости.

В настоящей статье описывается гибридная параллельная реа-
лизация задачи Дирихле для уравнения Пуассона на языке Т++,
в которой функциональная модель вычислений OpenTS сочетается с
традиционным подходом с обменом сообщениями. Это дает возмож-
ность построения адаптивных алгоритмов путем сочетания динамиче-
ского (T++) и статического распараллеливания уже существующих
MPI-программ. В качестве основы для реализации используется алго-
ритм распараллеливания, описанный в [10].

1. Постановка задачи

Дано уравнение Δ𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), где
Δ — оператор Лапласа, функция 𝑓 определена на квадрате
𝐷 = {𝑥, 𝑦 | 0 > 𝑥 > 1, 0 > 𝑦 > 1},
𝜕𝐷 — граница квадрата 𝐷,
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) при 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕𝐷,
функции 𝑓 и 𝑔 заданы.

Требуется найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦).

2. Решение. Последовательная версия

Разделим каждую сторону квадрата 𝐷 на 𝑁 + 1 равных частей
и проведем прямые параллельно сторонам квадрата. Получим пря-
моугольную сетку с шагом ℎ = 1

𝑁+1 . Пусть 𝑢𝑘
𝑖𝑗 — значение функции

𝑢(𝑥, 𝑦) на узле сетки с индексами 𝑖, 𝑗 на итерации с номером 𝑘; 𝑖, 𝑗
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изменяются от 0 до 𝑁+1. Согласно вычислительной схеме для метода
Гаусса-Зейделя имеем:

𝑢𝑘
𝑖𝑗 = 0.25(𝑢𝑘

𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑘
𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑘

𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑘
𝑖+1,𝑗 − ℎ2𝑓𝑖𝑗).

Реализация метода на C++ при этом может выглядеть следующим
образом [10] (приведен только основной цикл):

C++

1 do
2 {
3 max = 0;
4 for (int i = 1; i < N + 1; i++)
5 for (int j = 1; j < N + 1; j++)
6 {
7 double u0 = u[i][j];
8 u[i][j] = 0.25 * (u[i -1][j] + u[i + 1][j]
9 + u[i][j -1] + u[i][j + 1] -h * h * f[i -1][j -1]);

10 double d = fabs(u[i][j] -u0);
11 if (d > max)
12 max = d;
13 }
14 } while (max > eps); // eps --- заданная точность .

3. Параллельные версии на MPI и T++

В параллельной реализации распараллеливание цикла производит-
ся с индексом 𝑖 следующим образом. Пусть 𝑟𝑎𝑛𝑘 – номер вычислитель-
ного узла, 0 6 𝑟𝑎𝑛𝑘 < 𝑠𝑖𝑧𝑒, где 𝑠𝑖𝑧𝑒 – количество вычислительных
узлов. Распределим вычисление между узлами так, что на узле с
номером 𝑟𝑎𝑛𝑘 переменная 𝑖 изменялась от 𝑖min до 𝑖max − 1, где

𝑖min =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑁 + 2) * (𝑟𝑎𝑛𝑘)/𝑠𝑖𝑧𝑒, 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0,

1, 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0,

(𝑁 + 2) * (𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1)/𝑠𝑖𝑧𝑒, 𝑟𝑎𝑛𝑘 < 𝑠𝑖𝑧𝑒− 1,

𝑁 + 1, 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑠𝑖𝑧𝑒− 1.

Для сохранения целостности вычислений смежные вычислитель-
ные узлы обмениваются граничными значениями функции 𝑢 в конце
каждой итерации внешнего оператора цикла.
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Обозначим через 𝑈𝑟
𝑖𝑗 значения 𝑢𝑖,𝑗 на вычислительном узле с

номером 𝑟. Обмен граничными значениями функции 𝑢 между узлами
производится по формулам

𝑈𝑟
𝑖max 𝑗

= 𝑈𝑟+1
𝑖min 𝑗

, 𝑟 = 0, ..., 𝑠𝑖𝑧𝑒− 2, 𝑗 = 0, ..., 𝑁 + 1;

𝑈𝑟
𝑖min−1𝑗

= 𝑈𝑟−1
𝑖max 𝑗

, 𝑟 = 1, ..., 𝑠𝑖𝑧𝑒− 1, 𝑗 = 0, ..., 𝑁 + 1.

В конце каждой итерации внешнего оператора цикла на каждом
из узлов вычисляется невязка, потом находится ее максимальное
значение. Если значение максимальной невязки меньше заданной
точности вычисления eps, вычисления заканчиваются и значения
функции 𝑢 собираются на основном узле вычислительного комплекса.

Разница в реализациях задачи на T++ и MPI C++ состоит в сле-
дующем:
(1) программа на T++ использует лишь небольшое количество функ-

ций библиотеки MPI (MPI_Send, MPI_Receive и MPI_Allreduce);
(2) программа на T++ использует свой механизм распараллеливания

задач, реализованный в ядре OpenTS;
(3) инициализация переменных в программе на T++ происходит так

же, как и в последовательной версии, функция инициализации
переменных вызывается на каждом вычислительном узле;

(4) после вычисления результаты собираются на основном вычисли-
тельном узле по-разному: программа на MPI C++ использует для
сборки результатов функцию MPI_Gather, в то время как програм-
ма на T++ передает результаты с других узлов на основной узел
через параметры T-функции;

(5) функции MPI вызываются в T++ немного по-другому: например,
вызов в программе MPI

MPI_Send(u, n, MPI_DOUBLE, ...)
будет выглядеть в программе на Т++ так:

MPI_Send(u, n*sizeof(double), MPI_BYTE) , ...).
Это связано с некоторыми ограничениями используемого про-
граммного адаптера DMPI.

4. Результаты испытаний

Выполнялись сравнительные испытания параллельных реализа-
ций решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона методом Гаусса-
Зейделя на Т++ и MPI C++. Испытания проводились на вычислитель-
ной системе, состоящей из 8-ми узлов с операционной системой Linux.
Для испытаний использовалась расчетная сетка размером 1200× 1200
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6 ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 

. 

 

ТАБЛИЦА 1. Время работы параллельных версий программ на 

разном количестве вычислительных узлов. 

Количество уз-

лов 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Время работы 

программы на 

C++ MPI в сек. 

43.8 23.1 15.9 12.0 11.1 8.8 8.4 6.4 

Время работы 

программы на 

Т++ в сек. 

45.9 25 17.8 13.3 12.8 10.7 10.6 10.2 

 

РИС. 1. По горизонтальной оси отмечено количество вычислительных 

узлов, по вертикальной – ускорение. Верхний график – это ускорение MPI-

программы, нижний график – ускорение программы на Т++. 

 

Проводилось также сравнение результатов вычисления парал-

лельной и последовательной версии. Значения соответствующей 

невязки не превышают 0.002 для заданной точности eps = 0.0001. 
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Рис. 1. Результаты испытаний параллельных реализаций
решения задачи Дирихле

узлов. В процессе испытаний задача запускалась на разном количестве
вычислительных узлов (от 1 до 8). Измерялось время работы програм-
мы. Результаты испытаний представлены на рис. 1. По горизонтальной
оси отмечено количество вычислительных узлов, по вертикальной —
ускорение. Верхний график — это ускорение MPI-программы, нижний
график — ускорение программы на Т++.

Время работы последовательной версии 43.8 сек. Время работы
параллельных версий программы представлены в таблице 1. Про-
водилось также сравнение результатов вычисления параллельной
и последовательной версии. Значения соответствующей невязки не
превышают 0.002 для заданной точности eps = 0.0001.

Заключение

Из представленного графика видно, что программа на Т++ рабо-
тает несколько медленнее программы MPI. Это объясняется тем, что
в программе на Т++ результат счета, довольно объемная информа-
ция, в конце счета передается через параметры функции на основной
узел, на что тратится больше времени по сравнению с программой
на MPI, которая использует для этого функцию MPI_Gather.

Этот результат закономерен, так как MPI программа использует
широкий набор оптимизированных операций, тогда как программа
на Т++ использует ограниченный набор функций MPI.
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Таблица 1. Время работы параллельных версий программы

Количество узлов 1 2 3 4 5 6 7 8

Время работы программы
на C++ MPI в сек.

43.8 23.1 15.9 12.0 11.1 8.8 8.4 6.4

Время работы программы
на T++ в сек.

45.9 25 17.8 13.3 12.8 10.7 10.6 10.2

Ценность полученных результатов состоит в том, что опробованы
программные приемы, позволившие эффективно совместить логику
Т-системы и MPI. Первая хорошо распределяет и асинхронно работает
с данными, второй — хорош для сложившихся конфигураций.

Существует много программ, написанных на MPI. Полученные
результаты подтверждают, что можно использовать Т-систему для
создания адаптивных вычислительных конфигураций на базе готовых
MPI-кодов.
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