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Оптимальное управление двумя work-stealing
деками в общей памяти при различных стратегиях

перехвата работы

Аннотация. В параллельных балансировщиках задач, работающих по стра-
тегии work-stealing, каждый процессор имеет свой дек (deque) задач. Один
конец дека используется только владельцем для добавления и извлечения
задач, а другой — для перехвата другими процессорами.

Целью работы является построение и анализ математических моделей
процесса работы с двумя циклическими деками, расположенными в об-
щей памяти. Параметрами этих моделей являются вероятности операций
на каждом шаге дискретного времени (возможно как последовательное,
так и параллельное выполнение операций). Модели строятся в виде слу-
чайных блужданий по целочисленной решетке на плоскости. На основе
вышеупомянутых моделей решены задачи оптимального разделения памяти
при некоторых стратегиях перехвата элементов. В качестве критерия опти-
мальности рассматривается максимальное среднее время до переполнения
памяти.

Проведены статистические исследования по оценке вероятностей опе-
раций работы с деками для нескольких типов задач, выполняемых в реали-
зованном балансировщике. Для полученных вероятностей операций работы
с деками проведены численные эксперименты по анализу разработанных
моделей.

Ключевые слова и фразы: work-stealing балансировщики, work-stealing деки, структуры
данных, цепи Маркова, случайные блуждания.

Введение

Стратегии балансировки параллельных вычислений разделяют на
статические и динамические. Статическая балансировка используется,
когда известно практически все про выполняемые задачи. В этом
случае можно заранее определить оптимальное расписание задач
(например, минимизировать среднее время решения). Такие задачи
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считаются NP-полными и встречаются достаточно редко. При дина-
мической балансировке балансировщик во время работы использует
некую относительно простую стратегию балансировки, которая дает
результат, близкий к оптимальному.

На сегодняшний день существует два основных способа динамиче-
ской (не зависящей от конкретной задачи) балансировки многопроцес-
сорных параллельных вычислений на многоядерной архитектуре [1,2]:
work-sharing и work-stealing. В первом методе балансировщик передает
задания от наиболее загруженного процессора к наименее нагружен-
ному. Метод work-stealing имеет другой подход. Процессоры, ставшие
пустыми, пытаются перехватить часть работы у других процессо-
ров. Этот метод реализован в большом числе систем, например: Cilk,
Cilk++; TBB; TPL; X10 и другие.

В этом методе балансировки нагрузки каждый процессор реша-
ет ряд задач, указатели на которые хранятся в деке (deque) этого
процессора. Когда процессор создает новую задачу, он добавляет ука-
затель на задачу в свой дек; когда процессору нужна задача, он берет
указатель на задачу из вершины дека. Если процессор узнает, что его
дек пуст, он перехватывает указатели на задачи у другого процессора.
Первые две операции выполняются как в LIFO-стеке, а перехват про-
исходит из основания дека — как в FIFO-очереди. В терминологии
Д. Кнута это означает, что мы работаем с деком с ограниченным
входом [3]. В [1] рассматривался перехват одного элемента, в [4] —
половины элементов.

Существуют разные способы представления деков с ограничен-
ным входом в памяти. Можно воспользоваться методом «связное
представление». Модель такого метода будет схожа с уже построенной
моделью связного представления стеков и очередей [5]. В [6] был
предложен и проанализирован метод представления стеков и очередей
в виде связного списка массивов (страничное представление). В [7]
такой метод был предложен для деков. В [8] была предложена модель
work-stealing балансировщика. Она была построена на основе аппа-
рата теории массового обслуживания, но в ней не рассматривался
какой-либо конкретный способ представления деков в памяти.

В этой работе мы предлагаем математическую модель последова-
тельного циклического представления work-stealing деков (как FIFO-
очередей), где каждый дек расположен в отдельном участке памяти [9].
На каждом шаге дискретного времени с ними могут произойти опера-
ции с заданными вероятностями. Ранее такие модели были построены
нашим коллективом для представления некоторых динамических
структур данных: стеки, очереди, приоритетные очереди [10–12] и др.
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Рис. 1. Область блуждания

В статье будет рассматриваться работа двух деков. Этот конкрет-
ный случай важен не только как первый шаг к построению общей
модели, но у него есть и свое независимое значение. Так, среди много-
ядерных архитектур есть такие, в которых отсутствует кэш память.
Для примера, в архитектуре AsAP-II каждое ядро имеет два FIFO
буфера, а в архитектуре SEAforth — два стека (для хранения данных
и адресов возврата) [13]. В этих архитектурах очереди и стеки реа-
лизованы циклически и разделены друг от друга, также допускается
потеря элементов при переполнении. Work-stealing деки могут быть
реализованы аппаратно, по принципу вышеупомянутых архитектур.
В этом случае важной задачей является исследование оптимального
управления двумя деками. В случае произвольного количества ядер
можно конструировать требуемые микросхемы из «двудековых».

1. Математическая модель

Пусть в памяти размера 𝑚 мы работаем с двумя последователь-
ными циклическими деками, где все элементы имеют фиксированный
размер в одну структурную единицу. Для последовательного представ-
ления деков выделим каждому некоторое количество единиц памяти
из общего объема 𝑚. Пусть 𝑠 — количество единиц памяти, выде-
ленное первому деку, тогда 𝑚− 𝑠 — количество памяти, выделенное
второму деку. Здесь нам понадобятся введённые в [22] обозначения.

Пусть 𝑥 и 𝑦 текущие длины первого и второго дека соответственно.
В качестве математической модели мы рассматриваем случайное
блуждание по двухмерной целочисленной решетке в области −1 ≤
𝑥 ≤ 𝑠+ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑚− 𝑠+ 1 (рис. 1).
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Некоторые вероятностные характеристики операций, производи-
мых над деками, заранее известны:
𝑝1 — вероятность включения элемента в первый дек,
𝑝2 — вероятность включения элемента во второй дек,
𝑝12 — вероятность включения элементов параллельно в оба дека,
𝑞1 — вероятность исключения элемента из первого дека,
𝑞2 — вероятность исключения элемента из второго дека,
𝑞12 — вероятность исключения элементов параллельно из обоих

деков,
𝑝𝑞12 — вероятность включения в первый дек и исключения из

второго,
𝑝𝑞21 — вероятность включения во второй дек и исключения из

первого,
𝑟 — вероятность сохранения длины деков (чтение или отсутствие

операции).
При этом 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝12 + 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞12 + 𝑝𝑞12 + 𝑝𝑞21 + 𝑟 = 1. Как

только дек становится пустым, он начинает перехватывать элементы
у другого дека. Соответственно, исключение элемента из пустого дека
не является аварийной ситуацией.

Блуждание начинается в начале координат. Прямые 𝑥 = 𝑠 + 1
и 𝑦 = 𝑚 − 𝑠 + 1 образуют два поглощающих экрана — когда про-
цесс попадает на эти экраны, память переполняется и программа
аварийно прекращается. Прямые 𝑥 = −1, 𝑦 = −1 образуют два от-
ражающих экрана. Введение данных экранов позволяет установить
процесс перехвата элемента. Формально деки попадают на экраны, но
фактически — в область 1 ≤ 𝑥 < 𝑠, 1 ≤ 𝑦 < 𝑚− 𝑠. Конкретная точка
перехода зависит от стратегии перехвата.

Для случая перехвата одного элемента: если процесс находится на
точках (𝑥,−1) или (−1, 𝑦), он перейдет на точки (𝑥− 1, 1) или (1, 𝑦 −
1). Для случая перехвата половины элементов: процесс перейдет на
точки (𝑥/2, 𝑥/2) или (𝑦/2, 𝑦/2) соответственно. Если 𝑥 или 𝑦 являются
нечетными, мы округляем до нужного целого. Для случая перехвата
произвольного количества элементов (𝑜): процесс перейдет на точки
(𝑥− 𝑜, 𝑜) или (𝑜, 𝑦 − 𝑜).

Если размер памяти пустого дека не позволяет перенести все
элементы (или у непустого дека количество элементов меньше или
равно 𝑜), то мы перехватываем только один элемент. В будущем мож-
но рассмотреть и другие способы построения модели оптимального
перехвата, например, перехватывать половину дека в таких ситуациях.
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Выбор критерия оптимальности определяется областью примене-
ния. В сетевых устройствах (маршрутизаторах) потеря элементов при
переполнении является обычной ситуацией, и в этом случае мы рас-
сматривали критерий оптимальности — минимальная средняя доля
потерянных при переполнении элементов.

В программных или аппаратных системах, решающих вычисли-
тельные задачи, потеря элементов является аварийной ситуацией.
В таком случае критерием оптимальности должно быть максималь-
ное среднее время до переполнения. В случае переполнения требуется
перераспределить память, завершить работу программы, или приоста-
новить выполнение потока, пока не появится свободная память.

Здесь в качестве критерия оптимальности рассматривается мак-
симальное среднее время до переполнения памяти (т. е. до попадания
на прямые 𝑥 = 𝑠+ 1 и 𝑦 = 𝑚− 𝑠+ 1).

Так, в задачах оптимального разделения памяти, нужно найти
такое 𝑠, при котором система будет работать дольше; для произволь-
ного количества элементов для перехвата — значение 𝑜. Для решения
этих задач используются результаты теории поглощающих цепей
Маркова [14]. Был найден вид переходной матрицы 𝑃 и ее подмат-
рицы 𝑄, описывающей поведение процесса до выхода из множества
невозвратных состояний. Эта подматрица требуется для построения
фундаментальной матрицы поглощающей цепи 𝑁 = (𝐼−𝑄)−1. Сумма
элементов матрицы 𝑁 в строке, соответствующей начальному состоя-
нию, является средним временем до поглощения (переполнения), если
процесс начал работу из нуля (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

Так как для каждого значения 𝑠 и 𝑜 мы имеем свою цепь Маркова,
то можно сказать, что мы решаем задачу нахождения оптимальной
цепи Маркова в смысле указанного критерия оптимальности или, дру-
гими словами, задачу целочисленного нелинейного программирования,
где функция критерия оптимальности задается алгоритмически.

2. Матрица переходов случайного блуждания

Рассмотрим задачу оптимального разделения памяти, случай
перехвата одного элемента. Представим случайное блуждание в виде
поглощающей марковской цепи. Пусть матрица переходов [14]

𝑃 =

[︂
𝑄 𝑅

𝑂 𝐼

]︂
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Рис. 2. Нумерация состояний при 𝑚 = 8, 𝑠 = 4

состоит из блоков 𝑄 невозвратных состояний, 𝑅, описывающего пере-
ход процесса из невозвратных состояний в поглощающие, единичной
и нулевой матриц.

Определим нумерацию состояний, как показано на рис. 2. Сначала
мы нумеруем состояния в области 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑚 − 𝑠. Затем
состояния, в которых происходят перехваты — отражающий экран
(𝑥 = −1, 𝑦 = −1), и поглощающие состояния (прямые 𝑥 = 𝑠 + 1 и
𝑦 = 𝑚− 𝑠+ 1).

Утверждение 1. Блок 𝑄 матрицы 𝑃 имеет структуру

𝑄 =

[︂
𝑄1 𝑄2

𝑄3 𝑄4

]︂
,

где:
∙ подматрица 𝑄1 описывает блуждание в области 𝑥 ≤ 𝑠, 𝑦 ≤ 𝑚−𝑠;
∙ подматрица 𝑄2 описывает переходы из области 𝑥 ≤ 𝑠, 𝑦 ≤ 𝑚− 𝑠
на отражающий экран;

∙ подматрицы 𝑄3 и 𝑄4 описывают переходы с отражающего экра-
на.

Лемма 1. Матрица 𝑄1 размера (𝑠+1)(𝑚−𝑠+1) имеет следующий
вид:

𝑄1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐷 𝐴 𝑂 . . . 𝑂

𝐵 𝐶 𝐴 𝑂 . . .

𝑂 𝐵 𝐶
. . . . . .

...
...

. . . . . . 𝐴

𝑂 𝑂 . . . 𝐵 𝐹

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐹 являются квадратными подматрицами размера
(𝑠+ 1), 𝑂 — нулевая подматрица.

Докажем лемму 1 с помощью математической индукции.

Доказательство. (1) База индукции. Пусть общий объем па-
мяти равен 𝑚 = 2, 𝑠 = 1 — количество памяти, выделенное первому
деку. Тогда размер матрицы 𝑄1 будет 4 × 4. Подматрицы 𝐴, 𝐵,
𝐶, 𝐷, 𝐹 имеют размер 2 × 2 (подматрица 𝐶 здесь не представ-
лена ввиду маленького значения памяти 𝑚). Матрица 𝑄1 имеет
следующую форму:

𝑄1 =

⎡⎢⎢⎣
𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞12 + 𝑟 𝑝1 + 𝑝𝑞12 𝑝2 + 𝑝𝑞21 𝑝12

𝑞1 + 𝑞12 𝑞2 + 𝑟 𝑝𝑞21 𝑝2
𝑞2 + 𝑞12 𝑝𝑞12 𝑞1 + 𝑟 𝑝1

𝑞12 𝑞2 𝑞1 𝑟

⎤⎥⎥⎦ .

(2) Индуктивное предположение. Предположим, что для размера
памяти 𝑚 лемма 1 верна. Размерность 𝑄1 будет (𝑠+ 1)(𝑚− 𝑠+ 1),
размерность подматриц — (𝑠+ 1).

(3) Индуктивный переход. Проверим, что при размере памяти (𝑚+1)
лемма 1 верна. Так как добавилась еще одна единица памяти, то
увеличился размер одного из деков. Рассмотрим два случая:
(a) Единица памяти добавлена в первый дек, размеры 𝑚 и 𝑠 уве-

личились на единицу: 𝑚 = 𝑚 + 1, 𝑠 = 𝑠 + 1. Тогда область
случайных блужданий увеличится по оси 𝑂𝑋 – будет добавлено
(𝑠+ 1) новых состояний. Размерность матрицы 𝑄1 увеличится
на (𝑚 − 𝑠 + 1), размерность всех подматриц увеличится на
единицу, и их количество останется прежним.
Пусть размерность подматриц будет (𝑠 + 2). Проследим за
изменением структуры на примере подматрицы 𝐴. К ней бу-
дут добавлены одна строка и один столбец, и ее вид будет
следующим:

𝐴(𝑠+2)×(𝑠+2) =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

𝐴(𝑠+1)×(𝑠+1)

...
𝑝12

0 . . . 𝑝𝑞21 𝑝2

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Общий вид подматрицы не изменится. Аналогично это можно
показать и для остальных подматриц.
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Рис. 3. Граф задач для вычисления четвертого числа Фибоначчи

(b) Единица памяти была добавлена во второй дек. Размеры 𝑚 и 𝑠
станут 𝑚 = 𝑚+1, 𝑠 = 𝑠. Область блуждания поднимется вверх
по оси 𝑂𝑌 , т. е. будет добавлено (𝑚− 𝑠+ 1) новых состояний.
Размерность матрицы 𝑄1 увеличится на (𝑠+ 1). Размерности
подматриц не изменятся, но количество подматриц 𝐴, 𝐵, 𝐶
увеличится на один, т. е. общий вид матрицы 𝑄1 сохранится.

Таким образом, в обоих случаях матрица 𝑄1 не изменяет свою
структуру — лемма 1 доказана. �

Используя этот метод можно доказать, что и остальные подмат-
рицы 𝑄 сохраняют свой вид. Утверждение 1 доказано.

Вид матрицы в оставшихся задачах доказывается подобным обра-
зом.

В пункте 3 статьи будет описан балансировщик, обладающий
функцией сбора статистики, в результате чего мы получаем вероятно-
сти выполнения операций с деками (включение элемента, исключение
и т.д.) для некоторых классов задач. Полученные вероятности явля-
ются входными данными для построенной математической модели и
будут использованы в пункте 4, где приводятся результаты численных
экспериментов с разработанной моделью.

3. Алгоритм работы балансировщика

Задачи, выполняемые балансировщиком, состоят из инструкций,
которые должны быть выполнены последовательно, но во время своей
работы они могут создавать подзадачи, которые можно выполнять
параллельно с родительской. Таким образом, задачи можно предста-
вить в виде графа, в котором каждая задача указывает на создавшую
её родительскую задачу.

Например, задачу для вычисления чисел Фибоначчи можно запи-
сать (на псевдокоде) следующим образом:
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Pseudocode

1 function f(n)
2 if n < 2 then
3 return n;
4 end if
5 x = spawn f(n - 1);
6 y = spawn f(n - 2);
7 sync;
8 return x + y;
9 end function

При выполнении f(𝑛) задача создаст две подзадачи: f(𝑛 − 1) и
f(𝑛 − 2) (случай 𝑛 = 4 см. на рис. 3). Созданные подзадачи будет
помещены в очередь потока и могут быть украдены и выполнены
другими потоками.

Для того, чтобы дождаться завершения подзадач, вызывается
функция 𝑠𝑦𝑛𝑐, которая передает управление балансировщику, позво-
ляя ему выполнять другие задачи, пока у родительской не завершатся
все подзадачи. Задачи для выполнения поток сначала извлекает из
своей очереди, а когда они заканчиваются, начинает красть из очереди
случайно выбранного потока.

3.1. Очереди задач

Так как над очередью задач могут выполняться операции добав-
ления и извлечения только ее владельцем, а операция перехвата —
другими потоками, то в реализациях балансировщиков используют
очереди с двумя концами, т. н. деки (double ended queues).

В одной из первых работ [15] для хранения задач используется
массив фиксированного размера, а операции над концами деков вы-
полняются с неблокирующими синхронизациями. Для этого вместе с
индексами концов хранятся счетчики количества их изменений, и каж-
дый поток их обновляет, используя атомарное сравнение с обменом.
Основной недостаток этой реализации — это отсутствие динамическо-
го изменения размера.

В работе [7] для решения этой проблемы предлагают использовать
двусвязные списки вместо массивов, но в результате появляются
накладные расходы при работе со списками.

В одной из последних и наиболее цитируемых работ [9] предложе-
на реализация деков на основе циклического массива, с неблокирую-
щими синхронизациями операций и с возможностью динамического
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Рис. 4. Сравнение среднего времени работы балансиров-
щиков на процессорах с архитектурами ARMv7 и x86

изменения размера. Относительно других реализаций она нуждает-
ся в меньших накладных расходах на выполнение операций и по
использованию памяти. Работающие версии можно встретить в ба-
лансировщиках задач в библиотеке Intel TBB и в языке Rust. В [16]
приводится её модификация для слабых моделей памяти.

3.2. Реализация балансировщика

Нами был реализован на языке C++ 11 work-stealing балансиров-
щик задач, работающий по описанному выше алгоритму и использую-
щий реализацию деков из [16]. (Исходные коды и реализация на сайте
https://github.com/rkuchumov/staccato). В [17] описана реализация
балансировщика, а здесь мы даем его краткое описание с целью по-
яснить возможности балансировщика по проведению статистических
исследований по оценке вероятностей операций работы с деками с
использованием терминологии, рисунков и пояснений из [17]"

Разработанный балансировщик сравнивался с балансировщиком
задач из Intel TBB, в котором используется такой же алгоритм пла-
нирования и реализация деков. Сравнения производились на Intel
Pentium N3530 2.16GHz, 4 CPU, 64 L1, с Linux 4.4.0. и на ARMv7l rev
5, 4 CPU, 32 L1, с Linux 4.4.8 при одинаковых параметрах компиляции
(рис. 4). В таблице 1 показаны тестовые задачи, использованные при
сравнении.

3.3. Сбор статистики работы балансировщика

Для анализа работы балансировщика были добавлены счетчики
количества увеличений и уменьшений индексов концов (𝐵+

𝑖 , 𝐵−
𝑖 и 𝑇+

𝑖 )
и счетчики операций создания, завершения и перехвата задач. Для
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Таблица 1. Используемые тестовые задачи

Тест Размерность Описание

fib 35 Числа Фибоначчи по рекуррентной формуле
knapsack 34 Задача о рюкзаке методом ветвей и границ
matmul 256× 256 Перемножение матриц
mergesort 224 Сортировка слиянием
dfs 3× 300 Обход графа задач

профилирования изменения размеров деков на каждом интервале вре-
мени (𝜏𝑗) был создан специальный поток, который сохранял значения
счетчиков в вместе с моментами времени работы балансировщика (𝑡𝑖).

Время определялось с помощью процессорной команды RDTSCP,
которая позволяет получить количество тактов работы процессора.
При этом сама команда выполняется за десятки тактов [18]. Для ми-
нимизации недетерминизма при параллельной работе балансировщик
запускался на ядрах процессора, изолированных от работы баланси-
ровщика потоков операционной системы.

Интервал времени 𝑑𝜏 выбирался не больше минимальной разности
между соседними моментами времени. Если между 𝑡𝑖 и 𝑡𝑖+1 произошло
𝑘 интервалов времени и значения счетчика изменялось на 𝑛 единиц,
то на каждом таком интервале времени предполагалось, что значения
изменялось равномерно, т. е. на 𝑛/𝑘. Тогда размер дека на каждом
интервале времени вычислялся как 𝑢(𝜏𝑗) = 𝐵+

𝜏𝑗 −𝐵−
𝜏𝑗 − 𝑇𝜏𝑗 .

Далее изменение размеров (𝑑𝑢) деков округлялось и определялось
среднее количество изменений на 0,±1,±2 и т.д. единиц.

Вероятности изменения размеров для задачи перемножения мат-
риц и задачи о рюкзаке при интервале времени 𝑑𝜏 = 100 тактов
приведены в таблице 2 (при реализации задачи о рюкзаке использо-
вался алгоритм из работы [19]).

Для получения вероятностей, используемых в модели, нужно вы-
числить произведения всех вероятностей изменения на 0 и ±1 единицу,
считая что изменения размеров деков — независимые случайные вели-
чины. Например, вероятность включения в первый дек (𝑝1) равняется
произведению вероятностей изменения первого дека на 1 и второго
на 0. Изменения размеров на ±2 и больше единиц можно не учитывать,
т. к. их вероятности блики к нулю.
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Таблица 2. Вероятности изменения размеров дека

𝑙 -2 -1 0 1 2

Задача перемножения матриц
Дек 1 0.0000047 0.0976776 0.8046355 0.0976741 0.0000080
Дек 2 0.0000000 0.1343020 0.7313987 0.1342942 0.0000044

Задача о рюкзаке
Дек 1 0.0000000 0.0282798 0.9434404 0.0282795 0.0000002
Дек 2 0.0000000 0.0538008 0.8924009 0.0537951 0.0000031

Таблица 3. Входные данные тестовых задач

Задача 𝑝1 𝑝2 𝑞1 𝑞2 𝑝12 𝑞12 𝑝𝑞12 𝑝𝑞21

Умножение
матриц

0.071 0.108 0.071 0.108 0.014 0.014 0.013 0.013

О рюкзаке 0.025 0.050 0.025 0.050 0.002 0.002 0.002 0.002

4. Некоторые примеры численного анализа

На основе вышеописанных математических моделей разработа-
ны программы, генерирующие матрицу переходных вероятностей 𝑃
(в этих программах задачи решаются с помощью теории поглощаю-
щих цепей Маркова), также были построены имитационные модели
изучаемых процессов.

В следующих таблицах приведены некоторые результаты вычисле-
ний. Исходными данными являются оценки вероятностей (по частоте)
работы системы при решении задачи перемножения матриц и задачи
о рюкзаке, приведённые в таблице 3. Они были получены в резуль-
тате экспериментов с разработанным work-stealing балансировщиком
задач [17].

Так как аналитическое решение не было получено, нам нужно ре-
шать задачи для конкретных 𝑚 и 𝑚 = 100 используется для примера.

В таблице 4 рассматривается оптимальное разделение памяти
в сравнении с разделением пополам (𝑠 = 50). Судя по результатам,
можно заключить следующее: если мы разделяем память оптимально,
система работает дольше. Для примера, когда дек перехватывает
один элемент, разница во времени до переполнения между оптималь-
ным разделением и делением пополам составляет 204 для задачи
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Таблица 4. Cреднее количество операций до переполне-
ния дека при 𝑚 = 100

Количество элементов
для перехвата

Разбиение памяти
пополам (𝑠 = 50)

Оптимальное
разбиение памяти

Задача перемножения матриц
Один 11345 11549 (𝑠 = 46)

Половина 11989 12165 (𝑠 = 47)

𝑜 = 16 11954

Задача о рюкзаке
Один 30736 32902 (s = 43)

Половина 32722 34594 (s = 45)
𝑜 = 16 32704

перемножения матриц и 2166 для задачи о рюкзаке, то есть система
работает на 204 (или 2166) операции дольше, если память разделяется
оптимально. Если дек перехватывает половину элементов (при выше-
приведенных задачах), разницы во времени составляют 176 и 1872.
В наших экспериментах перехват половины элементов оказался более
выгодной стратегией в сравнении с перехватом одного элемента.

В нижней части таблицы 4 перехват произвольного количества
элементов сравнивается с перехватом одного и половины элементов.
Так, для задачи перемножения матриц, перехватывая 16 элементов
за раз, система работает на 609 операций дольше, чем при перехвате
одного элемента; для задачи о рюкзаке, перехватывая 18 элементов за
раз — на 1968 операций дольше. В целом, перехват произвольного ко-
личества элементов (при вышеописанной постановке) дает результаты,
близкие к перехвату половины элементов, немного уступая им.

5. Возможные способы управления памятью для деков

На практике, в том числе и в описанной в данной статье реа-
лизации балансировщика, для работы с деками в виде циклических
массивов часто используются классические методы работы с кучей
в трансляторах C/C++. Для каждого дека из кучи запрашивается
массив. Когда он становится достаточно большой, то запрашивается
новый массив, например, в два раза больший — туда копируются
элементы дека, а старый массив отдается в список свободных блоков
кучи. Если же наоборот, дек стал достаточно мал, то те же действия
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производятся с массивом, меньшим старого в два раза [9]. Мы же
в этой статье рассматриваем задачу поиска оптимальных альтерна-
тивных методов управления памятью для деков, в предположении,
что известны некоторые их вероятностные характеристики.

Понятно, что перераспределять свободную память между деками
осмысленно только тогда, когда ее достаточно много. Здесь работают
те же аргументы, что и в анализе алгоритма Гарвика в [3]. Этот
алгоритм, предназначенный для последовательного представления 𝑛
стеков, при переполнении одного из стеков производит полное пере-
распределение свободной памяти. При этом 10% свободной памяти
делится поровну между стеками, а 90% — пропорционально росту
стеков с момента предыдущего перераспределения. В принципе этот
алгоритм можно применить и для работы с деками.

Заметим, однако, что алгоритмы, подобные алгоритму Гарвика
рассчитаны на то, что структуры данных продолжают в будущем
вести себя также, как и в наблюдаемом настоящем. Но где гарантия,
что дек, в который было больше всего включений, как раз и не начнет
убывать? Мы же предполагаем, что предварительный статистический
анализ исследуемой системы позволит выявить такие промежутки вре-
мени, когда вероятности операций практически не меняются. Тогда на
каждом таком участке мы можем управлять деками оптимально. На-
пример, правомерно предположить, что в начале работы программы
вероятности включения в деки больше, чем вероятности исключения,
затем они примерно равны, а в конце работы — больше вероятности
исключения, так как обычно работа программы начинается и заканчи-
вается пустым деком. Для использования на практике такая модель
должна применяться несколько раз с разными матрицами переходов,
в том случае, если статистические исследования выявили промежутки
времени, на которых вероятности операций с деками практически не
меняются (т.к. мы рассматриваем однородную цепь Маркова, когда
вероятности не зависят от времени [14]). В [20] предложен моди-
фицированный вариант алгоритма Гарвика, где при переполнении
какого-либо стека производится локальное перераспределение части
стеков, расположенных рядом с переполнившимся стеком. Такой под-
ход должен быть полезен при многопотоковой работе с деками.

В модели мы рассматриваем случайное блуждание, начинающиеся
из начала координат (в начале работы деки пустые). Нами также
анализировались модели, в которых решалась задача не начального
разделения памяти, а оптимального перераспределения памяти по-
сле переполнения [21]. Там начальной точкой блуждания является
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та, в которой мы переполнялись, или точка полученная из нее за
счет оптимального перехвата. Такую модель можно применять, если
мы будем рассматривать участки времени с разными вероятностями
операций с деками.

Заметим, что в некоторых конкретных задачах мы иногда могли
бы получить верхние оценки размеров деков и, выделив каждому деку
максимальный объем памяти, организовать работу без переполнения
памяти. Но в этом случае при большом числе потоков суммарный
объем верхних оценок может превзойти размер доступной памяти для
деков и, кроме того, все деки не могут достигать верхних оценок одно-
временно. Поэтому мы в данной работе решаем задачу оптимального
разделения памяти для деков, предполагая, что даже при известных
верхних оценках мы не сможем организовать работу с деками без
перераспределения.

В дальнейшем мы планируем разработку своего менеджера памя-
ти для работы с work-stealing деками, основанного на предложенных
нами моделях.

6. Заключение

Разработаны алгоритмы и программы на языке C для построения
матриц переходных вероятностей 𝑃 при произвольных значениях 𝑚,
𝑠, 𝑜 и вероятностей операций; нахождения оптимального разбиения па-
мяти между деками, в зависимости от вероятностных характеристик
деков (эта задача была апробирована в [22]); нахождения оптималь-
ного количества элементов для перехвата. Критерий оптимальности —
максимальное среднее время работы.

Для решения поставленных задач использовался аппарат управля-
емых случайных блужданий, поглощающих цепей Маркова, система
LAPACK. Вычисления производились с помощью кластера КарНЦ
РАН.
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Eugene Barkovksy, Ruslan Kuchumov, Andrew Sokolov. Optimal control of two
deques in shared memory with various work-stealing strategies.

Abstract. In parallel load balancers based on work-stealing strategy each processor
has its own task deque. One end of the deque is used by the owner to add and retrieve
tasks, and the second — by the other processors to steal tasks.

The aim of this research is to construct and analyze mathematical models of the
process of work with two cyclic deques located in the shared memory. The parameters
of these models are the probabilities of operations (serial or parallel) at each step of
discrete time. Mathematical models are built as random walks on an integer lattice
in the plane. On the basis of models, problems of optimal partition of memory were
solved for various work-stealing strategies. As the criterion of optimality we consider
the maximum mean time to the memory overflow.

Statistical studies to assess the probabilities of operations were carried out for
multiple types of tasks. For this purpose, as a part of our RFBR grant, work-stealing
balancer was constructed. Obtained probabilities were used in numerical experiments
to analyze the developed models.

To solve these problems apparatus of controlled random walks, absorbing Markov
chains and LAPACK system were used. Calculations were made using cluster KRC
RAS. (In Russian).

Key words and phrases: work-stealing schedulers, work-stealing deques, data structures, Markov
chains, random walks.
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