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Аннотация. Применительно к задачам суперкомпьютинга и сверхбольших
баз данных рассматривается абстрактная концепция переполнения и показы-
вается, как её использовать для организации и оптимизации распределённых
и параллельных вычислений. Работа является второй в серии, посвящённой
методам организации вычислений над локальными системами.
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Статья является продолжением серии, начатой работой [1]. Опре-
деления ограниченности, локальности, прямоточности, введённые
в данной работе, используются здесь без модификации.

1. Практические и содержательные мотивировки

Ассоциативные и коммутативные операции играют важнейшую
роль при распределённых вычислениях. В частности, в системах типа
MapReduce [2] они служат инструментом «горизонтального» распа-
раллеливания вычислений, когда частичные результаты постепенно
собираются на многих независимо и асинхронно работающих процес-
сорах. В данной статье предлагается подход, дополняющий горизон-
тальное распараллеливание бинарной операции вертикальным, когда
на процессорах обрабатываются частичные данные, а соединение
в общую информационную структуру производится после конца рас-
пределенных вычислений. Это может явиться ещё одним фактором,
повышающим безопасность распределённых вычислений: каждый
обработчик, кроме двух доверенных в начале и в конце обработ-
ки данных, знает лишь частичную информацию об обрабатываемой
структуре.

Проект проводится при финансовой поддержке РАН, проект 46П «Сверхвысоко-
производительные базы данных».
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Рис. 1. Пример сети прямоточных вычислений (комбинатор)

Рассматриваемый подход важен для обратимых вычислений. Как
заметил Ландауэр [3], они должны быть «баллистическими», что озна-
чает: пути вычислений однозначно определены при задании исходных
данных. Для физической реализации часто необходимо второе условие:
отсутствие запоминания промежуточных данных, сразу же направ-
ляемых на следующий обрабатывающий узел. В этом отношении
баллистические вычисления схожи с аналоговыми. Такое требование
полезно и для распределённых вычислений в сверхбольших базах
данных (СВБД), чтобы не было нужды неизвестно сколько хранить
частичные данные.

Пример 1. Дополнительной мотивировкой данного исследования
явилось то, что структура комбинатора в рис. 1, созданная для
реализации частного вида прямоточных оптических вычислений,
оказалась работающей и для аналоговых, и для организации распре-
делённых вычислений. Значит, за ней стоит общее теоретическое
понятие.

Пример 2. Переход к прямоточным вычислениям часто тре-
бует точного подбора преобразователей и представления данных.
Показателен в этом отношении пример, найденный Червяковым и
др. [4, глава 2.3]. Известно, что системы остаточных классов поз-
воляют эффективно реализовывать многие операции, но некоторые,
элементарные в позиционных системах, трудны. В частности, та-
ковы операции перевода между системой остаточных классов и пози-
ционной. Но при подходящем подборе представления и элементов для
реализации (нейросеть) её можно реализовать как прямоточные
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вычисления (нейронная сеть прямого распространения, в терминах
школы Галушкина). В частности, показано, что для преобразования
64-разрядных чисел в систему остаточных классов по модулям

5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61

достаточна четырёхслойная прямоточная нейронная сеть и не тре-
буется синхронизации.

2. Алгебраическая и логическая техника

Для формализации локализации вычислений нам понадобится
алгебраический базис. Действия внутри локального пространства
данных могут вывести нас за пределы данной области. Результат
может оказаться в некоторой области переполнения. Простейшим
примером является сложение цифр в обычных системах счисления.
При этом может получиться число из двух разрядов. Множеством
переполнения для десятичных цифр являются числа 10–18. Повторное
действие в множестве переполнения может вывести за его пределы,
поэтому целесообразно в таких случаях считать результатом ошибку.

Структуры переполнения возникают часто и в самых разных
областях. Поэтому целесообразно дать им чисто алгебраическое опре-
деление с помощью понятий, модифицирующих общие структуры из
книги Мальцева [5]. Напомним, что в алгебраической системе первого
порядка может быть несколько исходных множеств (примитивных
типов данных), констант, предикатов и функциональных символов.
В случае, если система одноосновная (с одним исходным типом дан-
ных), типы данных не указываются. Если явно не указано противное,
в данной работе алгебраическая система первопорядковая и одноос-
новная, для всех элементов исходных типов имеются константы. У
Мальцева и в других алгебраических работах рассматриваются струк-
туры, где все операции всюду определены. В работах по информатике,
наоборот, в последние десятилетия, особенно после работ Д. Скот-
та [6], стало принято рассматривать ошибки и частично определённые
функции как типичный случай.

Алгебраизируем частичность и ошибочность, воспользовавшись
заодно результатами современной многозначной логики. Определение
сигнатуры оставим классическим, поэтому повторять его не будем.

Напомним, что слабая трёхзначная логика Клини задаётся добав-
лением к стандартным логическим значениями {истина t, ложь f}
значения ошибка u. Любая логическая операция, один из аргумен-
тов которой есть u, даёт u. Семантику кванторов определим отдельно.
Элемент «ошибка» будем обозначать ⊥, как принято в информатике.
Множество 𝑋 ∪ {⊥} обозначается 𝑋⊥.
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Определение 1. Пусть задана сигнатура 𝜎. Частично опреде-
лённая алгебраическая система сигнатуры 𝜎 — непустое множество,
называемое носителем 𝑈 , не содержащее ⊥, и функция означивания
z на сигнатуре 𝜎, задающая:
(а) для каждой константы 𝑐 элемент z⌊𝑧⌋ ∈ 𝑈 ;
(б) для каждого 𝑛-местного функционального символа 𝑓 функцию

z⌊𝑓⌋ ∈ (𝑈⊥)
𝑛 → (𝑈⊥), сохраняющую ⊥: если один из аргументов ⊥,

то и значение функции ⊥;
(в) для каждого 𝑛-местного предикатного символа 𝑃 функцию

z⌊𝑃 ⌋ ∈ (𝑈⊥)
𝑛 → {t, f, u}, сильно сохраняющую⊥: z⌊𝑃 ⌋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =

u тогда и только тогда, когда хотя бы один из аргументов 𝑎𝑖 = ⊥.

Таким образом, мы принимаем радикальное решение: если встре-
чается ошибка, то значение любого выражения над нею ошибка. Пре-
дикаты дают третье значение лишь на ошибочных аргументах. Тем
самым верна

Лемма 1. Замкнутая пропозициональная формула, в которой
значения всех термов не равны ⊥, не может принимать значение u.

Доказательство. В этом случае значения всех элементарных
подформул принадлежат {t, f}, и таблицы истинности выдают значе-
ния из того же множества. �

Введём следующее требование, не ограничивающее общности (лю-
бую частично определённую алгебраическую систему можно попол-
нить константами для его выполнения), позволяющее ввести удобные
сокращения.

Требование 1. Любой элемент 𝑈 является значением замкнутого
терма сигнатуры 𝜎.

Теперь можно говорить вместо «функциональный (предикатный)
символ» просто функция или предикат, и отождествлять термы с их
значениями.

Определение 2. R ⊆ 𝑈 — регулярное подмножество, если зна-
чения всех функций на элементах R принадлежат 𝑈 . Его элементы
называются регулярными значениями.

Заметим: не требуется, чтобы результат функции над регулярны-
ми значениями был регулярным. Говорить о регулярности элемента
безотносительно к R нельзя, поскольку на кортежах значений, лишь
часть из которых принадлежит R, функции могут давать ошибку.
Какой-то смысл имеет регулярность элемента лишь для одноместных
функций.
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Пример 3. Рассмотрим множество квадратных матриц неко-
торой размерности над полем действительных чисел R с операциями
сложения, вычитания, умножения и взятия обратной. Тогда мно-
жество невырожденных матриц можно считать множеством
регулярных элементов, но, в частности, операция сложения может
вывести за пределы этого множества.

Эта алгебраическая система помогает увидеть существенное
свойство: единичная матрица сохраняет свойства и для нерегуляр-
ных элементов; алгебраические тождества над регулярными элемен-
тами остаются справедливыми и для нерегулярных, если результа-
ты действий определены.

Введём важные семантические различения для предварённых фор-
мул. Как обычно, последовательности одинаковых кванторов будем
сокращать в один кванторный префикс с несколькими переменными.

Определение 3. Пусть K— квантор, K𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 A— замкну-
тая формула. Тогда её подстановочным примером называется ре-
зультат подстановки замкнутых термов 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 в A.

Ключевой модификацией семантических понятий для наших це-
лей, когда имеется выделенное множество регулярных элементов и
возможны переполнения, является оценка формулы на подмноже-
стве 𝑈 . Получить её с помощью ограниченных кванторов в слабой
логике Клини не удаётся, и приходится вводить отдельно. Дадим
следующее семантические определения индукцией по сложности кван-
торных префиксов предварённых формул.

Определение 4 (Справедливость, истинность и ложность за-
мкнутых предварённых формул на непустом 𝑋 ⊆ 𝑈).

(а) Бескванторная формула истинна на 𝑋, когда она имеет значе-
ние t. Она справедлива, когда имеет значение t или u.

(б) Формула ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 A истинна на 𝑋, когда любой её подста-
новочный пример со значениями термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 истинен на 𝑋.
Она справедлива на 𝑋, когда любой её подстановочный пример
со значениями термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 справедлив на 𝑋. Она ложна на
𝑋, когда некоторый её подстановочный пример со значениями
термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 ложен на 𝑋, а остальные имеют значения из
{t, f}.
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(в) Формула ∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 A истинна на 𝑋, когда некоторый её под-
становочный пример со значениями термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 истинен на 𝑋
и ни один подстановочный пример со значениями термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋
не имеет значение u. Она справедлива на 𝑋, когда некоторый её
подстановочный пример со значениями термов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 истинен
на 𝑋, а остальные имеют значения из {t, f, u}. Она ложна на
𝑋, когда любой её подстановочный пример со значениями тер-
мов 𝑡𝑖 ∈ 𝑋 ложен на 𝑋.

Считается, что истинные предварённые формулы имеют на 𝑋
значение t, ложные — f, справедливые, но не истинные — u.

В последующем тексте данной главы все логические формулы
являются предварёнными, если явно не оговорено противное. Итак,
справедливость допускает ошибочные значения части примеров, а ис-
тинность требует отсутствия ошибок. Заметим, что ложные значения
подстановочных примеров могут разрушить справедливость быстрее,
чем ошибки. Тождественно ошибочная формула справедлива, если
она является Π-формулой ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 A, где A бескванторная.

Лемма 2. Если формула истинна на 𝑋, то она справедлива
на 𝑋.

Доказательство. Непосредственно следует из определения. �

Пример 4. Рассмотрим теорию действительных чисел с опе-
рациями 𝑎 + 𝑏, 𝑎 · 𝑏, взятием противоположного −𝑎 и обратного
𝑎−1. Множество регулярных элементов — все ненулевые, так что
единственный элемент переполнения 0. Тогда формула ∀𝑥 (𝑥 ̸= −𝑥 ⇒
𝑥 · 𝑥−1 = 1) истинна на множестве регулярных элементов, но всего
лишь справедлива на всём R. Посылка 𝑥 ̸= −𝑥 понадобилась, чтобы
избежать упоминания 0 в утверждениях о регулярных элементах.
Логически следующая из неё формула

∀𝑥∃𝑦 (𝑥 ̸= −𝑥 ⇒ 𝑥 · 𝑦 = 1)

истинна на множестве регулярных элементов, но даже не справед-
лива на всём R.

Формула ∃𝑥 (𝑥+(−𝑥))−1 = (𝑥+(−𝑥))−1 не имеет истинностного
значения. Формула ∀𝑥 (𝑥+ (−𝑥))−1 = (𝑥+ (−𝑥))−1 справедлива.
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Лемма 3. Пусть 𝑋 — регулярное множество. Замкнутая фор-
мула, в которой все термы являются переменными, константами из
𝑋 либо имеют вид 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), где 𝑥𝑖 — переменные либо констан-
ты из 𝑋, истинна на 𝑋 тогда и только тогда, когда она справедлива
на нём.

Доказательство. Следствие леммы 1. �

Определение 5. Пусть выделено регулярное подмножество R.
Будем говорить, что теория Th, аксиомы которой являются пред-
варёнными формулами (в дальнейшем просто теория), справедлива
на R, если все её аксиомы истинны на R и справедливы на 𝑈 .

Определение 6. Алгебраическая система с переполнением (АСП)
это частично определённая алгебраическая система, в которой вы-
делено подмножество регулярных значений R и задана справедливая
на R теория Th. В этом случае множество 𝑈 ∖R обозначается через
O и называется областью переполнений, а его элементы (полными)
переполнениями.

Таким образом, свойства ассоциативности и коммутативности, ну-
ля и единицы сохраняются и при переполнении, если промежуточные
результаты не выходят за область определённости.

Лемма 4. Если формула A справедлива на каждой АСП, на
которой справедлива теория Th, то она выводима в Th при помощи
классической логики предикатов.

Доказательство. Следствие теоремы о полноте классической
логики. Если A не выводима в Th, то можно построить алгебраическую
систему, в которой истинны все аксиомы Th и ложна A. Эта модель
превращается в АСП заданием R = 𝑈 . �

Определение 7. Формулы A(𝑥1, . . . 𝑥𝑛) и B(𝑥1, . . . 𝑥𝑛) равнознач-
ны на 𝑋, если при каждых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 A(𝑎1, . . . 𝑎𝑛) и B(𝑎1, . . . 𝑎𝑛)
одновременно имеют либо не имеют значения и в случае определён-
ности их значения совпадают.

Определение 8. Пропозициональной матрицей формулы назы-
вается её бескванторная часть. Областью переменной называется
минимальная подформула, содержащая все её вхождения. Перемен-
ные 𝑥, 𝑦 независимы, если их области не пересекаются.
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Рассмотрим теперь проблему инвариантности семантических поня-
тий относительно конкретного варианта предварённой формы. Очевид-
но, что нетривиальные преобразования (в частности, эквивалентные
с точки зрения классической логики изменения пропозициональной
матрицы) могут повлиять на значение формулы в нашей многознач-
ной логике. Поэтому выделим класс преобразований, которые можно
рассматривать как результат изменения порядка выноса независимых
кванторов в кванторный префикс.

Определение 9. Однородные кванторы — последовательность
одинаковых кванторов с разными переменными. Кванторный пре-
фикс формулы является последовательностью однородных кванто-
ров, в которой ∀ и ∃ чередуются. Переменная 𝑥 впереди переменной
𝑦, если она находится в однородном кванторе, предшествующем
однородному квантору, в котором находится 𝑦 Две формулы A,B
называются несущественно отличающимися, если они могут быть
преобразованы друг в друга последовательностью следующих шагов:
Тривиальная перестановка: обмен местами двух переменных в од-
ном и том же однородном кванторе.

Существенная перестановка: перестановка двух рядом располо-
женных независимых переменных из разных однородных кванто-
ров вместе с их кванторами при условии, что области перемен-
ных, связанных всеми последующими кванторами в кванторном
префиксе, либо вложены в область одной из переставляемых
переменных, либо не пересекаются с обеими.

Пример 5. Формулы

∀𝑥∀𝑦∃𝑧∀𝑢∃𝑣(𝐴(𝑥, 𝑧)&𝐵(𝑥, 𝑢)&𝐶(𝑥, 𝑦)&𝐷(𝑦, 𝑣)),

∀𝑢∀𝑦∀𝑥∃𝑧∃𝑣(𝐴(𝑥, 𝑧)&𝐵(𝑥, 𝑢)&𝐶(𝑥, 𝑦)&𝐷(𝑦, 𝑣)),

∀𝑥∀𝑦∃𝑣∃𝑧∀𝑢(𝐴(𝑥, 𝑧)&𝐵(𝑥, 𝑢)&𝐶(𝑥, 𝑦)&𝐷(𝑦, 𝑣))

отличаются несущественно.

Для того, чтобы обосновать сохранение значения несущественно
отличающихся формул, установим следующее свойство независимых
переменных.

Определение 10. Формула A(𝑥, 𝑦) обладает свойством унифор-
мизации по переменным 𝑥, 𝑦 на множестве 𝑋, если для каждого
логического значения l найдётся такое 𝑏l ∈ 𝑋, что, если при некото-
рых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 A(𝑎, 𝑏) имеет значение l, то A(𝑎, 𝑏l) имеет значение l.
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Лемма 5. Если 𝑥, 𝑦 — единственные свободные переменные фор-
мулы A(𝑥, 𝑦), и она обладает по ним свойством униформизации, то
на любом множестве 𝑋 в любой частично определённой алгебраиче-
ской системе формулы ∀𝑥∃𝑦A(𝑥, 𝑦) и ∃𝑦∀𝑥A(𝑥, 𝑦) равнозначны.

Доказательство. Если формула ∀𝑥∃𝑦A(𝑥, 𝑦) имеет значение t,
то по свойству униформизации найдётся такое 𝑏 ∈ 𝑋, что при любом
𝑎 ∈ 𝑋 A(𝑎, 𝑏) истинна, и по определению истинности формула A(𝑥, 𝑦)
принимает лишь значения {t, f}. Следовательно, истинна ∃𝑦∀𝑥A(𝑥, 𝑦).
В обратную сторону следствие тривиально.

Если формула ∃𝑦∀𝑥A(𝑥, 𝑦) имеет значение f, то по свойству уни-
формизации найдётся такое 𝑎 ∈ 𝑋, что при любом 𝑏 ∈ 𝑋 A(𝑎, 𝑏) ложна,
и по определению ложности формула A(𝑥, 𝑦) принимает лишь значе-
ния {t, f}. Следовательно, ложна ∀𝑥∃𝑦A(𝑥, 𝑦). В обратную сторону
следствие тривиально.

Если формула ∀𝑥∃𝑦A(𝑥, 𝑦) имеет значение u, то по определению
справедливости для каждого 𝑎 ∈ 𝑋 найдётся 𝑏 ∈ 𝑋, при котором
A(𝑎, 𝑏) истинна, и применяя свойство униформизации, находим 𝑏0 ∈ 𝑋,
при котором ∀𝑥A(𝑥, 𝑏0) истинна. А поскольку формула справедли-
ва, найдутся такие 𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝑋, что значение A(𝑎1, 𝑏1) есть u. Таким
образом, ∃𝑦∀𝑥A(𝑥, 𝑦) также имеет значение u. В обратную сторону
доказательство тривиально.

Оставшийся случай — когда одна из формул не имеет значения. По
правилу Шерлока Холмса (единственной оставшейся альтернативы),
тогда и вторая его не имеет. �

Лемма 6. Если 𝑥, 𝑦 — единственные свободные переменные про-
позициональной формулы A(𝑥, 𝑦), и они независимы, то на любом
множестве 𝑋 в любой частично определённой алгебраической систе-
ме A(𝑥, 𝑦) обладает свойством униформизации по 𝑥, 𝑦 и по 𝑦, 𝑥.

Доказательство. Доказательство ведётся индукцией по постро-
ению формулы A(𝑥, 𝑦).

Базис индукции. Пусть формула A(𝑥, 𝑦) пропозициональная и
получается применением бинарной связки к формулам B(𝑥) и C(𝑦).
Достаточно рассмотреть & и ∨, поскольку ⇒ представляется в виде
¬𝐴 ∨𝐵, и за одну из формул можно взять ¬𝐴.

Б1. Если B(𝑎)&C(𝑏) истинна, то обе подформулы истинны, и если
истинна B(𝑎1)&C(𝑏1), то истинна также B(𝑎1)&C(𝑏), и в качестве
искомого 𝑏t достаточно взять 𝑏.
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Если B(𝑎) ∨ C(𝑏) истинна, то одна из подформул истинна, и если
такова C(𝑏), то в качестве искомого 𝑏t достаточно взять 𝑏. Если же
C(𝑏) ложна, то просматриваем все истинные формулы B(𝑎1) ∨ C(𝑏1),
и если найдётся истинная C(𝑏1), то в качестве искомого 𝑏t достаточно
взять 𝑏1. Если же таковой нет, то в таких случаях всегда истинна
B(𝑎1)), и в качестве искомого 𝑏t достаточно взять 𝑏.

Б2. Если B(𝑎)&C(𝑏) справедлива, то одна из подформул справед-
лива, и если и если такова C(𝑏), то в качестве искомого 𝑏u достаточно
взять 𝑏. Если же C(𝑏) истинна либо ложна, то просматриваем все спра-
ведливые формулы B(𝑎1)&C(𝑏1), и если найдётся справедливая C(𝑏1),
то в качестве искомого 𝑏u достаточно взять 𝑏1. Если же таковой нет,
то в таких случаях всегда справедлива B(𝑎1)), и в качестве искомого
𝑏t достаточно взять 𝑏. Случай ∨ разбирается совершенно так же.

Б3. Случай ложности разбирается двойственно к случаю истин-
ности.

Б4. Для пропозициональных формул значение всегда существует,
и четвёртый случай отбрасывается.

Б5. Поскольку понятие независимости симметрично, случай пере-
становки переменных отдельного рассмотрения не заслуживает. �

Заметим, что данная лемма существенно зависит от выбора исход-
ных связок логической системы. В частности, если добавить связку ≡,
она перестаёт быть верной.

Лемма 7. Если

K1𝑥1 . . .K𝑛𝑥𝑛∀𝑥∃𝑦K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘 A(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘)

(1)

предварённая формула, в пропозициональной матрице которой 𝑥, 𝑦 и
все 𝑧𝑖, 𝑥 независимые переменные, то она равнозначна с

K1𝑥1 . . .K𝑛𝑥𝑛∃𝑦∀𝑥K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘 A(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘).

(2)

Доказательство. Чтобы доказать равнозначность формул (1)
и (2), достаточно установить равнозначность всех пар формул

∀𝑥∃𝑦K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘 A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘)(3)

и

∃𝑦∀𝑥K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘 A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘),(4)

где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ 𝑋.
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Будем доказывать более сильное утверждение, что в дополнение
к сказанному во всех

K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘 A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘)

𝑥, 𝑦 обладают свойством униформизации. Доказательство ведётся
индукцией по длине кванторного префикса K𝑛+1𝑧1 . . .K𝑛+𝑘𝑧𝑘.

Базис индукции. Если кванторный префикс отсутствует, то
равнозначность и униформизация следуют из лемм 6, 5.

Допущение индукции. Пусть доказана равнозначность всех
пар формул

∀𝑥∃𝑦A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑠)(5)

и

∃𝑦∀𝑥A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑠),(6)

где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑠 ∈ 𝑋 и в формуле A(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) переменные 𝑥, 𝑦
и 𝑥, 𝑧 независимы, 𝑥, 𝑦 и 𝑥, 𝑧 обладают свойством униформизации.

Рассмотрим формулу (5) и разберём случаи её возможных значе-
ний.

1. Истина.Тогда при каждом 𝑎 ∈ 𝑋 существуют 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋, такое,
что A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑐) истинна. По предположению индукции (уни-
формизация) тогда есть такие 𝑏, 𝑐, единые для всех 𝑎, и истинна
∃𝑦∀𝑥∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

2. Справедлива. Доказательство совершенно аналогично.
3. Ложна. Тогда по правилам классической логики ложна и фор-

мула ∃𝑦∀𝑥 ∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧).
4. Нет значения. Тогда возможны следующие случаи.
4.1. При некоторых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 ∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑧) не имеет значе-

ния. Тогда и обе более сложные формулы не имеют значения.
4.2. Cлучай 4.1. не выполнен, но при некоторoм 𝑎 ∈ 𝑋 формула

∃𝑦 ∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑎, 𝑦, 𝑧) не имеет значения. Тогда при любых
𝑏 ∈ 𝑋 справедлива или ложна ∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑧) и где-то вы-
полнены оба этих случая. Но тогда по свойству униформизации
по 𝑥, 𝑧, есть такое 𝑐 ∈ 𝑋, что при всех 𝑎 ∈ 𝑋 A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑐)
справедлива, и справедлива ∀𝑥∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑏, 𝑧). Анало-
гично находим значение, при котором ∀𝑥∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑏, 𝑧)
ложна. При этом не может быть значения, при котором она
истинна. Значит, по определению ∃𝑦∀𝑥∃𝑧A(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) не
имеет значения.
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5. Если (6) истинна, ложна или справедлива, то по определению
логических значений такова же (5). И по правилу Шерлока Холмса
тогда из того, что (6) не имеет значений, следует, что и (5) не имеет
значения. �

Теорема 1. Если 𝑥, 𝑦 — независимые в предварённой формуле
A(𝑥, 𝑦) и единственные в ней свободные переменные, то на любом
множестве 𝑋 в любой частично определённой алгебраической систе-
ме формулы ∀𝑥∃𝑦A(𝑥, 𝑦) и ∃𝑦∀𝑥A(𝑥, 𝑦) равнозначны.

Непосредственное следствие из предыдущих лемм.
Следствие. Две несущественно отличающиеся формулы 𝐴,𝐵

равнозначны.
Любая тривиальная или существенная перестановка покрыва-

ется предыдущими леммами и теоремой.
Итак, доказанные нами результаты обосновывают корректность

нашей логической семантики по отношению к предварённым форму-
лам и одновременно выявляют тонкие аспекты, которые традиционно
игнорируются в работах, где используются не всюду определённые вы-
ражения и выражения, значения которых могут выходить за область
надёжных вычислений.

В случае рассмотрения произвольных формул возникает четырёх-
значная логика с двумя выделенными значениями, которая лежит
несколько в стороне от основной цели нашей работы и поэтому здесь
далее не рассматривается.

3. Локализация

3.1. Горизонтальное разбиение и соединение

Пусть имеется тип данных 𝑇 и бинарная операция на нём ⊕, об-
ладающая единичным элементом 𝑒 и, возможно, нулевым элементом
0. Пусть задано также конечное число 𝑛 типов данных 𝑇𝑖, называе-
мых локалами данных, являющихся системами с переполнением, на
каждом из которых задана частичная операция ⊕𝑖, обладающая еди-
ницей (и нулём, если он есть у исходной). Элементы 𝑇𝑖 называются
локальными данными.

Пусть задана операция сборки 𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸, принимающая на
вход n-ку элементов 𝑇𝑖 и выдающая элемент 𝑇 . Если

𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸(⟨𝑥1, · · · , 𝑥𝑛⟩) = 𝑋,
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то кортеж ⟨𝑥1, · · · , 𝑥𝑛⟩ называется разбиением 𝑋. Эта операция сюръ-
ективна. Через 𝑥 ⊕* 𝑦 обозначим бинарную операцию на прямом
произведении

∏︀𝑛
𝑖=1 𝑇𝑖, определяемую как кортеж всех 𝑥𝑖 ⊕𝑖 𝑦𝑖.

Поскольку понадобится вкладывать элементы 𝑇𝑖 в 𝑇 , обозна-
чим ⟨𝑥𝑖⟩ результат применения 𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸 к вектору, 𝑖-тая компо-
нента которого 𝑥𝑖, а остальные — единичные элементы соответствую-
щих 𝑇𝑖. Обобщая, через

⟨︀
(𝑥𝑖)𝑖∈𝐽

⟩︀
обозначим результат сборки вектора,

все неединичные компоненты которого принадлежат подмножеству
𝐽 ⊆ [1 : 𝑛].

Заметим, что не накладывается требование единственности раз-
биения. Это важно для дальнейшего. Требуется лишь наличие одно-
сторонней обратной операции 𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇 (𝑋), выдающей по данным одно
из возможных их разбиений на кортежи из регулярных элементов.

𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸(𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇 (𝑋)) = 𝑋.(7)

Операции разбиения и ⊕ согласованы друг с другом:
𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸(𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇 (𝑥) ⊕* 𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇 (𝑦)) = 𝑥⊕ 𝑦,(8)

то есть 𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇 является гомоморфизмом коммутативных полугрупп,
если операции всюду определены.

Пример 6. Простейшим примером такого разбиения является
разбиение чисел в позиционной системе на разряды для операции
сложения. В случае системы счисления с избыточностью разбиение
неоднозначно, но восстановление остаётся однозначным.

Пример 7. Пусть заданы два векторных поля на замкнутой
связной области векторного пространства Ξ и линейный коммута-
тивный оператор над ними, обладающий свойством локальности:
значения результата в точке зависят лишь от значений аргумен-
тов в некоторой окрестности этой точки. Простейшим примером
такого оператора является

(𝛼⊕ 𝛽)(�⃗�) =

∫︁
· · ·

∫︁
𝑆(𝑟(�⃗�),�⃗�)

𝛼(�⃗�) + 𝛽(�⃗�)𝑑�⃗�.

Здесь 𝑆(𝑎, �⃗�)— сфера радиуса 𝑎 c центром �⃗�, 𝑟(�⃗�)— непрерывный опе-
ратор из фазового пространства в R+.

Разбиением для этой операции может служить любая система
открытых подобластей Ξ 𝐷𝑖, обладающая следующим свойством:
любая точка �⃗� содержится в одной из областей вместе со своей
окрестностью 𝑆(𝑟(�⃗�), �⃗�), каждое из подполей 𝛼𝑖 обращается в ноль
вне 𝐷𝑖 и

𝛼(�⃗�) =
∑︁
𝑖

𝛼𝑖(�⃗�).
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Такое разбиение назовём локализованным. Очевидно, что в локали-
зованном разбиении области пересекаются, если их больше одной и
пространство связно.

В этом случае регулярными элементами 𝑇𝑖 целесообразно счи-
тать векторные поля, обращающиеся в ноль на точках 𝑥, окрестно-
сти 𝑆(𝑟(�⃗�), �⃗�) которых не вложены в 𝐷𝑖. Но результат операции
скорее всего будет переполнением, поскольку ненулевыми будут лишь
значения вне 𝐷𝑖.

Разбить пространство на области можно разными способами,
поскольку на пересечении областей можно выбрать любое аддитив-
ное разложение, ограничиваемое с прикладной точки зрения лишь
требованием, чтобы оно давало регулярные поля, достаточно глад-
кие, чтобы не нарушать корректности применяемых методов и
(или) стабильности работы вычислительных элементов.

3.2. Вертикальная локализация

Рассмотрим пример, идейно базирующийся на 7, но показывающий
необходимость ещё одного вида локализации.

Пример 8. Пусть мы вычисляем непрерывный оператор над
векторным полем, обладающий свойствами, близким к линейности:

𝐹 (𝑎�⃗� + �⃗� ) = 𝜙(𝑎)𝐹 (�⃗�) + 𝐹 (�⃗� ); 𝐹 (0) = 0.

Пусть в разных подобластях замкнутой связной области векторного
пространства Ξ значения поля �⃗� и значения оператора 𝑓(�⃗�) име-
ют различный порядок, а наши вычислительные элементы могут
работать лишь в ограниченном диапазоне изменений аргумента и
результата. Пусть, подобно примеру 8, оператор обладает свой-
ством локальности: значения результата в точке зависят лишь
от значений аргументов в некоторой окрестности этой точки. За-
дадим локализованное разбиение таким образом, чтобы значения
оператора в каждой подобласти 𝐷𝑖) были ограничены по норме кон-
стантой 𝑎𝑖. Обозначим через 𝑑𝑖 верхнюю грань расстояний точек
области 𝐷𝑖 от начала координат. Выберем в каждой подобласти
точку �⃗�𝑖, расстояние от которой до любой точки области не больше
𝑑𝑖/2: центр области. Зададим преобразование векторного поля

�⃗�𝑖(�⃗�) = �⃗�(0.5𝑑𝑖 · �⃗�+ �⃗�𝑖).

На каждой подобласти зададим оператор

𝐹𝑖(�⃗�𝑖)(�⃗�) = 𝐹 (�⃗�)(�⃗�)/𝑎𝑖.
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Это подобно операции масштабирования при аналоговых либо других
вычислениях на физической основе. В этом случае при разбиении
поля части значений поля, идущие в разные области, умножаются
на константы. А при обратной сборке используется другая совокуп-
ность констант: массив значений 𝜙(𝑎𝑖). В данном случае операцией
сборки является 𝐴𝑆𝑆𝐸𝑀𝐵𝐿𝐸(�⃗�+ 2�⃗�).

Пример показывает, что при физической реализации часто важно
локализовать вычисления не только по подобластям пространства (что
зачастую делается и ныне), но и по диапазонам значений аргумента.
Этот второй вид локализации менее изучен (хотя автору неизвестна
также столь общая и абстрактная математическая формулировка
локализации по горизонтали, как приведённая в данной работе; все
известные ему примеры, в частности [7,9], под неё подпадают.)

4. Управление параллельными и распределёнными
вычислениями

В практических задачах переполнение, как правило, идёт в «непо-
средственно прилежащие» локалы. При горизонтальной локализации
в соседние области пространства, при вертикальной — в соседние «раз-
ряды». Этим пользуются при организации параллельных и распреде-
лённых вычислений. Дадим общее описание данного метода.

Определение 11. Граф переполнений для операции ⊕— это
ориентированный граф на [1 : 𝑛], где 𝑛— число локалов, обладающий
следующими свойствами:
(1) Для каждого 𝑖 имеется петля с началом и концом в 𝑖.
(2) Если 𝑥, 𝑦 — элементы 𝑇𝑖, 𝑧 = 𝑥⊕𝑖 𝑦, то 𝑧 можно представить

в виде вектора
⟨
(𝑧𝑗)𝑗∈𝐶𝑜𝑛(𝑖)

⟩
(вектор нормализованных перепол-

нений). При этом ⟨𝑥⟩ ⊕ ⟨𝑦⟩ =
⟨
(𝑧𝑗)𝑗∈𝐶𝑜𝑛(𝑖)

⟩
.

Здесь 𝐶𝑜𝑛(𝑖)— множество вершин, в которые ведут дуги из 𝑖. 𝑧𝑖
называется регулярной частью результата, переполнение 𝑧𝑗 счи-
тается ассоциированным с дугой графа ⟨𝑖, 𝑗⟩. Переполнение имеется,
если хоть одно из 𝑧𝑗 ̸= 𝑒, 𝑗 ̸= 𝑖.

Таким образом, переполнение можно представить как совокуп-
ность регулярных данных из локалов, непосредственно связанных с
исходным. Если переполнение 𝑧𝑗 = 𝑒, 𝑗 ≠ 𝑖, оно считается несуществу-
ющим и игнорируется.
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Рис. 2. Граф переполнений для сложения в позиционной системе

Пример 9. Для сложения в позиционной системе граф перепол-
нений на рис. 2 линеен и однонаправлен. Для разбиения линейного
оператора на подобласти граф переполнений связывает дугами об-
ласти, пересекающиеся друг с другом, и его можно рассматривать
как неориентированный.

В случае коммутативной ассоциативной операции изложенных
требований достаточно для корректности операций с переполнением
и организации процесса вычислений.

Алгоритм организации вычислительного процесса
Пусть каждый локал вычисляется отдельным «процессором»,

а операция ассоциативна и коммутативна.
(А) Вычислить результат операции на каждом локале независимо.
(Б) Преобразовать его в вектор нормализованных переполнений и

послать каждое существующее переполнение в соответствующий
процессор.

(В) По мере получения переполнений от других, каждый процессор
обрабатывает их в произвольном порядке, применяя команды
(А) и (Б). Необработанные переполнения хранятся в очереди.

(Г) Процесс завершается, когда не остаётся имеющихся переполнений.
Конец алгоритма

Этот алгоритм в каждом конкретном случае расслоения требует
анализа на завершаемость и число итераций обработки переполне-
ний. Легче всего анализ и организация вычислений осуществляются,
если граф переполнений не содержит циклов, кроме петель. Далее,
«произвольный порядок» означает, что в каждом конкретном случае
он может и должен быть конкретизирован для достижения лучших
характеристик вычислений.

Пример 10. В случае обычной позиционной системы при сложе-
нии переполнения могут обрабатываться 𝑘 шагов, где 𝑘 — число раз-
рядов. В случае системы с избыточностью для целых чисел можно
достичь параллельного сложения за два шага, а для действительных
за три [8,10].
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Рис. 3. Граф переполнений для схемы комбинатора

Если граф переполнений без циклов, в общем случае число ите-
раций не меньше (максимального числа переполнений на пути без
петель)+1. В случае графа (2) это число вершин. Поэтому целесооб-
разно рассмотреть методы оптимизации обработки переполнений.

Пример 11. В частности, в большинстве реальных приложе-
ний переполнения «малы» по сравнению с регулярными элементами,
и несколько операций над переполнениями могут давать регуляр-
ный результат. Например, в десятичной системе при сложении
переполнение равно 1, и девять переполнений можно сложить без
дополнительного переполнения. Таким образом, простейшая стра-
тегия оптимизации количества итераций: вначале действовать с
переполнениями, и лишь затем корректировать регулярную часть.

5. Корректность комбинатора

В качестве приложения данных теоретических рассмотрений рас-
смотрим условия корректности схемы на рис. 1 для общего случая.
Непосредственным анализом схемы выделяются три условия:
(А) Операция ассоциативна и коммутативна.
(Б) Регулярная часть операции, имеющей переполнение, даёт регу-

лярный результат при добавлении одного переполнения.
(В) Граф переполнений показан на рис. 3 (петли опускаем).

При этом переполнения можно организовать так, что по каждой
паре дуг 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 идёт максимум одно переполнение.

Таким образом, мы установили, что схема почти не зависит от
конкретного представления данных, лишь бы каждый третий слой
«дублировал» следующий. Заметим, что требование Б выполняется
для обычных позиционных систем счисления: для десятичной, напри-
мер, максимум при переполнении 18, 8+ 1 = 9. В любом таком случае
организация передачи данных между «процессорами», выполняющи-
ми операцию, может быть прямоточной: данные без запоминания
в промежуточных хранилищах передаются для обработки в следую-
щий «процессор».
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6. Дополнительные замечания

Данная работа показывает, как могут быть конкретизированы
во многих случаях реальных вычислений понятия локальности и
ограниченности из [1]. Рассмотрим некоторые возможности развития
и приложений рассматриваемой теории.

Сразу видно, что работа в потенциале обогащает возможности
систем типа MapReduce [2]. Они соответствуют работе без пере-
полнений, а здесь появляется возможность организовать частичную
обработку, а затем доработку результатов.

Возникает задача дисциплины передачи и обработки переполне-
ний, которая должна решаться в каждом отдельном случае примени-
тельно к его особенностям. Частично мы её затронули в примере 11 и
в §5, когда было поставлено условие нетривиальности лишь одного
переполнения из двух.

В случае графа переполнений с циклами условием конечности
итераций является идемпотентность переполнений: любая последова-
тельность операций над переполнениями за конечное число шагов схо-
дится к 𝑒. Ввиду неточности реальных вычислений, условием конца
может быть достаточная малость всех переполнений по некоторой
норме. Видно, что данный алгоритм асинхронен и может конкрети-
зироваться в данной вычислительной обстановке для достижения
быстрейшей работы каждого «процессора». Условие конца глобаль-
но, потому что отдельный «процессор» может некоторое время не
получать нетривиальных переполнений, а затем получить их.

Важным понятием при обработке переполнений является влия-
ние переполнений данной вершины: множество вершин, результат
в которых может измениться при изменении обрабатываемых значе-
ний в данной вершине (можно рассматривать как частный случай
понятия влияния из [1]). Заметим, что влияние зависит не только от
графа, но и от способа разбиения результата на регулярную часть и
переполнения.

Ситуация, если операция с переполнениями некоммутативна или
неассоциативна, видимо, может решаться лишь в частных случаях.
Обратим внимание на один из возможных. Часто переполнения об-
рабатываются другой операцией, и она может быть ассоциативна
и коммутативна. Скажем, переполнения при умножении октав Кэ-
ли [11] (некоммутативно и неассоциативно) могут обрабатываться
при помощи сложения векторов действительных чисел.

Касательно терминологии. При горизонтальном разбиении локалы
имеют сходство с клетками многообразий в топологии, при вертикаль-
ном — со слоями в расслоённом пространстве. Но в каждом случае
есть и существенные отличия. Поэтому использован новый термин.
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