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Модель и аксиомы метрик сходства

Аннотация. В современных приложения метрики сходства обычно комби-
нируются с учётом сложности алгоритмов, особенностей восприятия челове-
ка, ресурсов и выборок данных. Для оптимизации требуется унифицирован-
ное формальное описание основных показателей подобия. Для оптимизации
требуется выделить формально и строго описанное абстрактное понимание
сходства между объектами.

Расширена система аксиом метрики сходства и для неё построена уни-
версальная модель, обощающая известные модели сходства, не сводящиеся
к евклидовой метрике. Модель базируется на взвешенном частично упоря-
доченном множестве.

Ключевые слова и фразы: сходство строк, выравнивание последовательностей, аксиомы
сходства, LCS, метрика Левенштейна.

Различные метрики и меры сходства широко используются в пси-
хологии, химии, биоинформатике и при обработке текстов. Иногда
в этом качестве используются метрики расстояния, представленные
в математике понятиями метрического пространства, псевдометри-
ки [1], квазиметрики [1, 2], псевдометрики [1], праметрики [3], се-
ми метрики [4] и частичной метрики [5]. Общеизвестно [6], что мет-
рик расстояния недостаточно для описания метрик и мер сходства.
Известные формализации метрик [7–9] и мер [10] сходства прояснили
важные аспекты сходства. Прикладные исследования [8,11–13] убеди-
тельно показали необходимость комбинирования различных метрик.

Поиск оптимальных комбинаций метрик нуждается в прозрачной
общей картине используемых понятий сходства.

Множество объектов, сопоставимых по сходству, обозначим 𝑋.
Буквами 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑥, 𝑦, 𝑧 будем обозначать произвольные его элементы.
Будем опускать все внешние кванторы ∀𝑠∈𝑋 . . . ∀𝑧∈𝑋 во всех формулах,
акцентируя в ближайшем контексте редко присутствующие внешние
переменные.
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Таким образом, любая метрика сходства 𝑠 предстаёт функцией
на 𝑋 × 𝑋 со значениями в 𝑉 ⊂ R. Обычно для метрики сходства
𝑉 = [0,∞)

def
= {𝑣 ∈ R : 𝑣 > 0}, а для меры сходства — единичный

отрезок 𝑉 = [0, 1], к которому рассмотрение как-нибудь сводится. Зача-
стую 0 считается минимально возможным значением, показывающим
отсутствие какого бы то ни было сходства, но иногда 0 лежит внутри
𝑉 и означает отсутствие выразительного сходства или различия.

Различная семантика нуля сигнализирует о путанице.
Чтобы достичь прозрачности и строгости, вспомним о практике

нормализации метрик. Исходные метрики часто приводятся к требуе-
мому диапазону значений различными преобразованиями. Возникает
задача разделить качества метрик, которые могут быть получены раз-
личными преобразованиями при нормализации и те качества, которые
должны характеризовать фундаментальное понятие сходства.

Требуется не ограничивая приложений предельно упростить базо-
вую модель, основываясь на разнообразии преобразований нормали-
зации, каждое из которых влияет сразу на несколько качеств иногда
по-разному в разных практических ситуациях.

Для решения этой задачи воспользуемся системой аксиом [14],
органично совмещающая различные понимания сходства и расстояния.
Проанализируем её основные аксиомы и возможные ограничения на
область значений 𝑉 .

1. Система аксиом сходства

1.1. Аксиомы направленности и отделимости

В соответствии с [14] будем идентифицировать аксиомы либо пер-
вой буквой названия, исключая «a», «d», «s» и «t», либо второй буквой,
если идентификация первой не удаётся. Аксиома направленности

(direction) сходства

(i) ∀𝑥,𝑦∈𝑈 𝑠(𝑥, 𝑦) 6 min(𝑠(𝑥, 𝑥), 𝑠(𝑦, 𝑦)).

отличается от родственной аксиомы для частичной метрики противо-
положным знаком неравенства. В случае 𝑉 = R функции из 𝑈 ×𝑈 со
значениями в 𝑉 образуют линейное пространство, в котором (i) выде-
ляет выпуклый конус направленных на сходство функций. Этот конус
пересекается с центрально-симметричным ему конусом направленных
на расстояние функций по линейному пространству, состоящему из
постоянных функций.
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Направленность на сходство эквивалентна условию, что любой
непустой замкнутый шар

𝐵𝑙(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑠(𝑎, 𝑥)− 𝑠(𝑎, 𝑎) > 𝑟},
𝐵𝑟(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑠(𝑥, 𝑎)− 𝑠(𝑎, 𝑎) > 𝑟}

имеет неотрицательный радиус и содержит свой центр 𝑎. и эквива-
лентна наличию системы вложенных открытых шаров 𝐵𝑙(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈
𝑈 : 𝑠(𝑎, 𝑥) − 𝑠(𝑎, 𝑎) > 𝑟} и 𝐵𝑟(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑠(𝑥, 𝑎) − 𝑠(𝑎, 𝑎) > 𝑟} c
центром в произвольной точке 𝑎 — её окрестностей.

Иными словами, направленная на сходство функкция задаёт топо-
логию. Сразу возникает вопрос об отделимости. Классическая аксиома
T0 отделимости топологических пространств для направленной (на
сходство или на расстояние) функции 𝑠 означает, что для любых
разных точек есть окрестность одной из них, не содержащая другую

(0) 𝑠(𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑦) =⇒ 𝑦 = 𝑥,

Аксиома T1 сильнее: она означает, что любая точка не пересека-
ется с подходящей окрестностью любой другой

(1) ((𝑠(𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑥, 𝑥)) ∨ (𝑠(𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑦))) =⇒ 𝑦 = 𝑥,

Эта аксиома существенно ограничивает общность: многие модели сход-
ства дают полезную возможность судить о вложенности по превраще-
нию неравенства в равенство, а T1 (как и её усиление T2, означающая
существование непересекающихся окрестностей у любых двух точек)
такую возможность принципиально исключает.

1.2. Неравенство треугольника

Хорошо известно [6], что в классической форме из определения
метрических пространств неравенство треугольника (triangle) непри-
менимо к сходству. Однако оно необходимо для алгоритмов, работаю-
щих с метриками расстояния, к которым метрика сходства сводится
нормализацией, и для метрики сходства имеет несколько иной вид [7]:

(r) 𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠(𝑦, 𝑧) 6 𝑠(𝑥, 𝑧) + 𝑠(𝑦, 𝑦),
Нелинейные нормализации могут только усложнить вид неравен-

ства треугольника.
Важная для биоинформатики возможность наглядного представ-

ления иерархии близости деревом phylogenetic tree or evolutionary
tree [15] обеспечивается заменой неравенства треугольника на бо-
лее сильное, чем неравенство треугольника, аддитивное (additive)
неравенство (аксиому четырёх точек)

(d) 𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠(𝑢, 𝑣) > min(𝑠(𝑥, 𝑢) + 𝑠(𝑦, 𝑣), 𝑠(𝑥, 𝑣) + 𝑠(𝑢, 𝑦)),
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либо на ещё более сильное неравенство ультраметрики (ultrametric)

(u) 𝑠(𝑥, 𝑧) > min(𝑠(𝑥, 𝑦), 𝑠(𝑦, 𝑧)).

однако эти варианты существенно ограничивают общность.

1.3. Аксиома симметрии

Хорошо известно [6], что аксиома симметрии (symmetry)

(y) 𝑠(𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑥)

не всегда применима к метрикам сходства. При этом практически
используемые ассиметричные варианты сводятся к использованию
асимметричной однородной нормализации

𝑠(𝑥, 𝑦)

𝛼𝑠(𝑥, 𝑥) + 𝛽𝑠(𝑦, 𝑦) + (1− 𝛼− 𝛽)𝑠(𝑥, 𝑦)
(1)

симметричной функции сходства 𝑠(𝑥, 𝑦) или других асимметричных
нормализаций этой же функции.

Будем это интерпретировать как фундаментальность аксиомы
симметрии.

1.4. Значения сходства и избранные аксиомы

Поскольку аксиома треугольника использует сложение, то множе-
ство 𝑉 в абстрактной общей формулировке удобно считать замкнутым
относительно сложения, а, значит, неограниченным. Ограниченность
его снизу однако не противоречит ни одному из известных подходов и
приложений. Инвариантность неравенства треугольника r относитель-
но добавления к 𝑠 константы, то есть сдвига, позволяет в абстрактной
общей формулировке обойтись без отрицательных чисел, корректируя
при необходимости смещение сдвигом.

Описанные соображения приводят к однозначному выбору в каче-
стве 𝑉 замкнутого луча [0,∞) вещественной оси и в итоге к предло-
женной в [7] системе аксиом, обозначенных выше (0,i,r,y).

Если исключить в отдельную группу метрики сходства, получен-
ные нормализацией евклидовой метрики и метрики, основанные на
эвристических алгоритмах и не имеющие строгих математических ос-
нований, то оставшиеся метрики сходства как правило удовлетворяет
аксиоме выравнивания (alignment) о существовании (суб)оптимальной
общей части

(l) 𝑠(𝑥, 𝑦) = sup{𝑠(𝑧, 𝑧) : 𝑠(𝑧, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑧) = 𝑠(𝑧, 𝑦), 𝑧 ∈ 𝑋},
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которая в случае если 𝑉 не имеет конечных предельных точек, напри-
мер, при 𝑉 = N, приобретает вид

∀𝑥,𝑦∈𝑋∃𝑧∈𝑋 𝑠(𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑧, 𝑧) = 𝑠(𝑥, 𝑧) = 𝑠(𝑧, 𝑦).(2)

Рассмотрим аксиому исчерпания (exhasting):

(e) sup𝑘 𝑠(𝑡𝑘, 𝑡𝑘) = 𝑠(𝑥, 𝑥)

∀𝑘 𝑠(𝑡𝑘, 𝑡𝑘) = 𝑠(𝑡𝑘, 𝑥) = 𝑠(𝑡𝑘, 𝑦)

}︂
=⇒ (𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑦)),

смысл которой несложен: Если 𝑥 изнутри приближается сходящимися
по 𝑠 частями, входящими в 𝑦, то 𝑥 входит в 𝑦.

Эта аксиома заведомо выполняется если 𝑉 не имеет конечных
предельных точек, например, при 𝑉 = N. Не выявлено моделей,
в которых добавление этой аксиомы ограничивало бы практическую
применимость.

2. Содержательная общность

Метрики редактирования и меры сходства строятся на основе
содержательной общности (общей информации, общей подпоследова-
тельности, общего подграфа и т.д.) Рассмотрим абстрактную модель
такого построения.

Определение 1. Пространством содержательности назовём
тройку (𝑋,4, 𝑤), состроящую из произвольного частично упорядо-
ченного отношением содержательного вхождения 4 множества 𝑋,
c весом содержательности 𝑤 : 𝑋 → [0,∞), для которых выполнены
следующие условия:
(1) монотонность веса: 𝑥 4 𝑧 =⇒ 𝑤(𝑥) 6 𝑤(𝑧),
(2) существование минимального элемента с весом 𝑤(0

𝑋
) = 0.

(3) супермодулярность веса: при 𝑥 4 𝑧 и 𝑦 4 𝑧 выполняется
𝑤(𝑥) + 𝑤(𝑦) 6 𝑤(𝑧) + sup{𝑤(𝑡) : (𝑡 4 𝑥)& (𝑡 4 𝑦)},(3)

(4) исчерпания:
sup
𝑘

𝑤(𝑥𝑘) = 𝑤(𝑥)

𝑥𝑘 4 𝑥

𝑥𝑘 4 𝑦

⎫⎬⎭ =⇒ (𝑥 4 𝑦);(4)

Смысл исчерпания здесь прежний: если 𝑥 изнутри приближается
сходящимися по 𝑤 частями, входящими в 𝑦, то 𝑥 входит в 𝑦.

Если неравенство в (3) заменить равенством, то супермодуляр-
ность превращается в модулярность, а пространство содержательности
становится аддитивным.
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2.1. Содержательностное сходство

Мера содержательностного сходства на пространстве содержа-
тельности 𝑋 это неотрицательная функция 𝑠 : (𝑋 × 𝑋) → [0,∞),
определённая равенством

𝑠(𝑥, 𝑦)
def
= sup{𝑤(𝑡) : (𝑡 4 𝑥)& (𝑡 4 𝑦)}.

Лемма 1. Отношение и вес содержательности восстанавли-
ваются из содержательного сходства формулами 𝑤(𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑥) и
𝑥 4 𝑦 ⇐⇒ 𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑦)

Доказательство. Первая формула и импликация вправо во
второй непосредственно следуют из мнонотонности меры 𝑤. Обрат-
но, пусть 𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑦) Тогда для любого 𝑘 ∈ N существует (𝑡 4
𝑥)& (𝑡 4 𝑦) для которого 𝑤(𝑡) > 𝑤(𝑥)− 1

𝑘 . Применяя условие исчерпа-
емости (4), получаем 𝑥 4 𝑦. �

Теорема 1. Мера содержательностного сходства 𝑠(𝑥, 𝑦) при
всех 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 неотрицательно и удовлетворяет условиям (0, i, l,
r, y, e), то есть является метрикой сходства, удовлетворяющей
аксиомам выравнивания и исчерпания (l,e).

Доказательство. Условия неотрицательности и симметрично-
сти непосредственно вытекают из неотрицательности 𝑤 и определения
𝑠. Отделимость вытекает из антисимметричности отношения порядка.
Направленность (i) вытекает из вложения {𝑤(𝑧) : (𝑧 4 𝑦)& (𝑧 4 𝑥)} ⊂
{𝑤(𝑧) : (𝑧 4 𝑥)}, а аксиома исчерпания получается подстановкой
𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑤(𝑥).

Докажем неравенство треугольника (r). Зафиксируем произволь-
ное 𝜀 > 0. По определению 𝑠(𝑥, 𝑦) существует такое 𝑦𝑥 4 𝑥, что 𝑦𝑥 4 𝑦
и выполнено 𝑤(𝑦𝑥) 6 𝑠(𝑥, 𝑦) < 𝑤(𝑦𝑥) + 𝜀. По определению 𝑠(𝑦, 𝑧) суще-
ствует такое 𝑦𝑧 4 𝑧, что 𝑦𝑧 4 𝑦 и выполнено 𝑤(𝑦𝑥) 6 𝑠(𝑦, 𝑧) < 𝑤(𝑦𝑧)+𝜀.
Применяя к 𝑦𝑥 4 𝑦 и 𝑦𝑧 4 𝑦 условие супермодулярности и исполь-
зуя монотонность 𝑠 получим 𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠(𝑦, 𝑧) − 2𝜀 6 𝑤(𝑦𝑥) + 𝑤(𝑦𝑧) 6
𝑤(𝑦) + 𝑠(𝑦𝑥, 𝑦𝑧) 6 𝑤(𝑦) + 𝑠(𝑥, 𝑧). �

2.2. Примеры пространств содержательности

Важнейшие подходы, ведущие к пространствам содержательно-
сти перечислены в таблице 1. Ключевым объектом в ней назван тот,
на котором достигается верхняя грань в определении меры содер-
жательностного сходства. В доступных описаниях метрик сходства
не видно прозрачных моделей (кроме базирующихся на евклидовом
расстоянии), которые не являлись бы мерами содержательностного
сходства.
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Таблица 1. Подходы, ведущие к пространствам содержательности

Содержательность (объекта) 𝑤, отношение 4 ключевой объект

аддитивная мера (множества), ⊂ пересечение множеств

вероятность (события), включается/входит произведение событий

мощность (множества признаков), ⊂
множество общих
признаков

длина (последовательности символов),
подпоследовательность

длиннейшая общая
подпоследовательность

длина (символьной строки), подстрока
длиннейшая общая
подстрока

колмогоровская сложность (информационного
объекта),часть/целое

общая часть

размер (графа), подграф максимальный общий
подграф

Возможные меры содержательностного сходства характеризуются
системой аксиом:

Теорема 2. Пусть на множестве 𝑋 задана метрика сходства 𝑠,
удовлетворяющая аксиомам выравнивания и исчерпания (l, e) и эле-
мент 0

𝑋
∈ 𝑋 удовлетворяет 𝑠(0

𝑋
, 𝑥) = 0. Тогда вес 𝑤(𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑥) и

отношение 𝑥 4 𝑦
def⇐⇒ 𝑤(𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑦) превращают 𝑋 в пространство

содержательности, в котором 𝑠 оказывается мерой содержатель-
ного сходства.

Доказательство. Рефлексивность и антиссимметричность от-
ношения 4 вытекают из определения 4 и аксиомы отделимости.

Покажем транзитивность. Пусть 𝑥 4 𝑦 и 𝑦 4 𝑧. Вычитая из
неравенства треугольника 𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠(𝑦, 𝑧) 6 𝑠(𝑥, 𝑧) + 𝑠(𝑦, 𝑦) равенство
𝑠(𝑦, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑧), получаем, 𝑠(𝑥, 𝑧) 6 𝑠(𝑥, 𝑦), откуда используя 𝑠(𝑥, 𝑥) =
𝑠(𝑥, 𝑦) и 𝑠(𝑥, 𝑥) 6 𝑠(𝑥, 𝑧) , получаем искомое 𝑠(𝑥, 𝑥) = 𝑠(𝑥, 𝑧).

Монотонность следует из определения веса 𝑤, минимальный эле-
мент дан в условии. Супермодулярность 𝑠(𝑥, 𝑥) + 𝑠(𝑦, 𝑦) 6 𝑠(𝑧, 𝑧) +
𝑠(𝑥, 𝑦) получается из неравенства треугольника 𝑠(𝑥, 𝑧) + 𝑠(𝑦, 𝑧) 6
𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠(𝑧, 𝑧) применением равенств, вытекающих из 𝑥 4 𝑧 и 𝑦 4 𝑧.
Исчерпание вытекает из аксиомы (e). �

2.3. Метрические нормализации пространства
содержательности

Мера содержательного сходства 𝑠(𝑥, 𝑦) может быть по-разному
представлена нормализующими предметриками. Среди них наиболее
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характерны:

Размер дефицита 𝑑𝜇dfc(𝑥, 𝑦)
def
= 𝑤(𝑥) − 𝑠(𝑥, 𝑦) — псевдометрика,

показывающая насколько 𝑥 далёк от вхождения в 𝑦.

Различие в весах 𝑑𝜇𝛿 (𝑥, 𝑦)
def
= |𝑤(𝑥)− 𝑤(𝑦)| — псевдометрика, пол-

ностью игнорирующая предпорядок.

Расстояние редактирования 𝑑𝜇edt(𝑥, 𝑦)
def
= 𝑤(𝑥) + 𝑤(𝑦)− 2𝑠(𝑥, 𝑦) —

метрика расстояния, подсчитывающая вставки и удаления (пример —
метрика Левенштейна).

В качестве предметрик (Джаккарда, Дайса, Тверски (1) и других)
часто используются различные функции от 𝑎 = 𝑠(𝑥, 𝑦), 𝑏 = 𝑤(𝑥)− 𝑎 и
𝑐 = 𝑤(𝑦)− 𝑎. Подробнее об этом можно прочитать в [16,17].
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