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Критерии отклонения
распределения случайных величин от нормального
в математическом обеспечении программных систем

поддержки измерений в образовании

Аннотация. В статье обсуждается задача проверки гипотез о типе распреде-
ления данных, получаемых при измерениях в образовании, в программных
системах. Приведён обзор критериев проверки нормальности, имеющих
дискретные аппроксимации, что делает их пригодными для реализации
в программных системах. Обсуждается место и необходимость примене-
ния указанных критериев при автоматизации измерений в образовании.
Результаты обзора положены в основу алгоритма подбора критерия или
группы критериев в программной системе, ориентированной на измерения
в образовании.
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Введение

Образование сегодня немыслимо без программных систем, поддер-
живающих административные процессы, процессы обучения и контроля
знаний. Данные, продуцируемые и накапливаемые в этих системах, –
ценный источник знаний как об участниках образовательного процесса,
так и о самом процессе.

Анализ учебных данных (educational data mining, EDM), возникший
и активно прогрессирующий последнее десятилетие, в части анализа
результатов измерений в образовании (в особенности – тестов) плодо-
творно развивался уже более полувека. Широко известны, например,
разнообразные методы тестологии [1–6].

Статья подготовлена в результате проведения исследования в рамках Программы
фундаментальных исследований Национального исследовательского университета
«Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ) и с использованием средств субсидии в рамках
государственной поддержки ведущих университетов Российской Федерации "5-100".
c© С. В. Зыков, А. А. Незнанов, О. В. Максименкова, 2018
c© Высшая школа экономики, 2018
c© Программные системы: теория и приложения (дизайн), 2018

DOI: 10.25209/2079-3316-2018-9-4-199-218 CC-BY-4.0

http://psta.psiras.ru
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.25209/2079-3316-2018-9-4-199-218&domain=pdf&date_stamp=2018-11-19
http://https://www.hse.ru/
http://psta.psiras.ru
http://doi.org/10.25209/2079-3316-2018-9-4-199-218
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


200 С. В. Зыков, А. А. Незнанов, О. В. Максименкова

Данная работа посвящена обсуждению базового математического
обеспечения модулей анализа результатов систем поддержки измерений
в образовании (ИвО). Предметом особого внимания являются критерии
проверки отклонения выборок от нормального распределения. Та-
кой интерес связан с тем, что многие методы анализа результатов
ИвО опираются на предположение о нормальности распределения
исследуемых данных. Например, построение Z-и T -оценок методами
классической теории тестирования [7,8] или требование асимптотиче-
ской нормальности для применения теории тестлетов [9,10]. Кроме
того, исследователи в области тестологии указывают на необходи-
мость установления нормальности распределения первичных баллов
[11,12] или предполагают, что процедура измерений организована
так, чтобы результаты максимально «соответствовали» нормальному
распределению [13].

1. О современном состоянии области в условиях развития
непараметрических критериев принятия статистических
гипотез

Нормальное распределение и соответствие ему некоторой случайной
величины играет огромную роль при выборе инструментов парамет-
рической статистики, имеющих ограниченную область применения.
Параметрические методы постепенно «вымываются» из практики
многих областей именно из-за своих ограничений, которые становятся
незначимыми с ростом вычислительной мощности компьютерной
техники, что позволяет исходно строить вероятностную модель без
соответствующих ограничений, хотя и с повышенной вычислительной
сложностью решения модели.

В области ИвО как минимум вся классическая тестология, а
также базовые модели IRT (начиная с модели Раша) в современной
теории тестирования используют параметрические модели. Поэтому
понятно желание как минимум уметь сравнивать результаты расчётов
с применением различных моделей, например, с непараметрическими
моделями IRT, развиваемыми с конца 1990-х годов [14]. Современные
непараметрические критерии принятия статистических гипотез с
позиции практика хорошо изложены в [15].

При этом в настоящее время проработка критериев проверки
нормальности остаётся в целом востребованной темой в изысканиях по
математической статистике. Например, бурно развивается область
проверки нормальности распределения на основе эмпирических функций
вычисления моментов [16]. Достаточно подробную классификацию
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современных методов и имитационные исследования можно найти
в работе [17]. К сожалению, как и на протяжении всей истории данной
области, разработка численных методов, которые можно применять
непосредственно при разработке автоматических и автоматизированных
программных систем, существенно отстаёт от теории.

2. Задача о типе распределение результатов ИвО

Вопросы о типе распределений результатов ИвО возникли ещё
в середине XX века. Широко известны работы Лорда [18] и Кука [19],
связанные с вопросами распределения первичных баллов и ошибок
измерений [20]. Исследование Кука – это попытка воспроизведения более
раннего исследования Лорда, искавшего подтверждение гипотезам:
(1) распределение первичных баллов склонно иметь отрицательную

асимметрию для лёгких тестов и положительную для сложных;
(2) для симметрично распределённых первичных баллов характерен

меньший эксцесс, чем у нормального распределения.
Куку удалось воспроизвести только результаты, касающиеся первой
гипотезы, а эксперименты Лорда по второй гипотезе у Кука не
воспроизвелись, более того, расхождению результатов не нашлось
вразумительного объяснения. Можно утверждать, что критерий
асимметрии и эксцесса может применяться только для исследований
адекватности сложности теста уровню обученности группы испытуемых,
но для уверенного применения стандартизированных шкал требуются
более мощные критерии.

Знаковая работа Миццери[21] о нормальности данных в образова-
нии (в том числе и результаты ИвО) описывает результаты применения
методов робастной статистики к результатам педагогических измерений.
Миццери пришёл к выводам о наличии сложных взаимосвязей в данных
и формировании групп, обладающих различными тенденциями. Данное
исследование положило начало ряду направлений, например, проверке
нормальности в сравнительных исследованиях в образовании и меди-
цине [22], шкалированию в масштабных тестированиях в условиях
отсутствия нормальности данных [23].

Наши исследования показали [24], что применение развитого
математического аппарата других предметных областей, например,
медицинской статистики, к анализу данных в образовании также
требуют исследования нормальности распределения данных. Отдель-
ной проблемой является случай установления нормальности малой
выборки, он выходит за рамки указанных робастных и описательных
исследований и требует отдельного рассмотрения.
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Поскольку обзор критериев проверки нормальности распределений
проводится для подбора математического обеспечения системы измере-
ний в образовании, существенным преимуществом критерия полагается
простота вычисления его статистики и (или) оценок статистики или
наличие соответствующих аппроксимаций. Например, из рассмотрения
исключён энтропийный критерий Ла Брека [25], позволяющий прове-
рять сложные гипотезы нормальности без необходимости вычисления
значений µ и σ. Поскольку при работе с результатами тестирований
мы не сталкиваемся с ситуациями, когда вычисление указанных
параметров затруднено или невозможно, автоматизация данного
критерия представляется избыточной. Кроме того, его вычисления
опираются на таблицу процентных точек.

Отметим также, что отдельные простые в вычислении критерии
также оставлены за рамками данной работы. Указанные критерии
требуют дополнительных исследований мощности против различных
альтернатив. Например, корреляционный критерий Филлибена [26]
является достаточно мощным и не уступает на симметричных альтер-
нативах критерию Шапиро-Уилка. Критерий прост в вычислениях и
не связан с таблицей процентных точек, но его поведение на асим-
метричных альтернативах требует дополнительного исследования.
Аналогичная ситуация – с энтропийным критерием Васичека [27],
не нуждающемся в таблице коэффициентов, но показавшим свою
эффективность только против равномерных и экспоненциальных
альтернатив.

3. Обзор критериев проверки нормальности распределений
применительно к измерениям в образовании

Ранее в приложении к результатам тестирования Максименковой
совместно с Подбельским [28] подробно рассматривались совмест-
ный критерий проверки асимметрии и эксцесса, Шапиро-Уилка и
Эппса-Палли [29], предложенные в ГОСТ 5479-2002 [30] для малых
выборок. Показано, что при уровне значимости α = 0, 05, согласно [31],
можно полагать оценки, полученные критериями Шапиро-Уилка и
Эппса-Палли, приемлемыми для результатов ИвО малого объёма при
n > 20.
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3.1. Критерий Хегази-Грина

Серия критериев, объединённая под названием критерия Хегази-
Грина, предложена в [32] и основана на статистиках

T1 =
1

n

n
i=1

y(i) − ηi
 и T2 =

1

n

n
i=1


y(i) − ηi

2
,

где

y(i) =
xi − x̄

s
, s2 =

1

n

n
i=1

(xi − x̄)
2
, x̄ =

n
i=1

xi, ηi = Φ−1 (mi) ,

Φ – функция распределения N (0; 1), mi – количество элементов
выборки и Pi =

i
n+1 – вероятность попадания в i-й интервал разбиения.

Вычисление критерия построено на анализе значений процентных
точек для статистик T1, T2 и не имеет пригодных для автоматизации
аппроксимаций для различных уровней значимости. Для уровня
значимости α = 0, 01 предложена аппроксимация

T1(0, 01) = 0, 7195− 0, 1751 ln(n) + 0, 0108(ln(n))2,

T2(0, 01) = 0, 0178 +
2, 8736

n
− 8, 2894

n2
,

а для уровня значимости α = 0, 05—

T1(0, 05) = 0, 6027− 0, 1481 ln(n) + 0, 009(ln(n))2,

T2(0, 05) = 0, 0126 +
1, 9227

n
− 5, 00677

n2
.

Заметим однако, что в работе [33] показано, что критерий мощнее
критериев Шапиро-Уилка и Эппса-Палли при различении с други-
ми куполообразными распределениями и на малой выборки даёт
существенное смещение.

3.2. Критерий Гири

Удобный с точки зрения вычислений и автоматизации критерий
предложен в работе [34] Гири. Статистика критерия:

d =
1

n
n

i=1 |xi − x̄|
1

n (xi − x̄)

.

Согласно [35] статистики критерия Гири асимптотически нормальна
при n > 40 со средним E(d) и дисперсией D(d), на меньших выборках
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критерий проявляет нестабильность. Аппроксимации для E(d) и D(d)
основаны на результатах работы [36] и приведены в [37]:

E(d) = 0, 797885 +
0, 199471

n
+

0, 024934

n2
− 0, 031168

n3
− 0, 008182

n4
,

D(d) =
0, 045070

n
− 0, 124648

n2
+

0, 084859

n3
+

0, 006323

n4
.

Для практических расчётов в [38] рекомендована формула
n

i=1

|xi − x̄| = 2


x′ − x̄n′

,

где x′ – значения x, превышающих x̄, а n′ – их количество.
Поскольку критерий является двусторонним, вычисляются кванти-

ли

d

α

2

= E(d) +


D(d)uα/2 и d


1− α


2

= E(d) +


D(d)u1−α/2,

где uα – α-квантиль стандартного распределения; α – уровень значи-
мости. Гипотеза о нормальности распределения принимается, если
d

α
2


≤ d ≤ d


1− α

2


.

Указанные аппроксимации серьёзно критикуются в работе [39], где
отмечено, что распределения статистики являются асимметричны-
ми и плохо аппроксимируются нормальным законом с указанными
параметрами. При этом в [39] для табличных значений критерия
Гири подтверждена его высокая мощность в отношении гипотезы
нормальности по отношению к конкурирующим гипотезам. Данные
аппроксимации в первоисточнике [40] представлены бесконечными
рядами, значимость отброшенных в [38] остаточных членов не ис-
следуется. В более поздней работе Гири [37] существенно уточнил
коэффициенты в формулах аппроксимации:

E(d) = 0, 7978845608 +
0, 19947114

n
+

0, 02493389

n2
− 0, 03116737

n3
,

D(d) =
0, 04507034

n
− 0, 07957747

n2
+

0, 03978874

n3
.

В работе [41] Деагостино и Росман привели результаты имитационного
моделирования мощности критерия Гири на малых выборках (n =
20, 50, 100). Авторами использована аппроксимация из работы [36], не
учитывающая более поздних поправок. Симуляцией подтверждено
превосходство альтернативных критериев, в частности критерия
Шапиро-Уилка над критерием Гири как для симметричных, так и
для смещённых альтернатив. Деагостино и Росман отмечают, что
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высокая мощность данного критерия для симметричных альтернатив
с показателем эксцесса менее трёх и его вычислительная простота
позволяют считать критерий Гири достаточно удобным в использовании.

3.3. Критерий Дэвида-Хартли-Пирсона

Дэвидом, Хартли и Пирсоном в работе [42] предложен двусторонний
критерий со статистикой: U = R


s, где R = xmax − xmin – размах

выборки, s – стандартное отклонение. Гипотеза о нормальности
принимается, если U1 (α) < U < U (α), где α – уровень значимости.

Согласно работе Томсона для больших n (n → ∞) имеет место
удобная для вычислений аппроксимация:

2

1− 1


n ≤ R


s ≤


2(n− 1), n = 2, 4, . . . , 2k,

2

1− 1


n ≤ R


s ≤


2(n− 1), n = 1, 3, . . . , 2k − 1.

Исследованиями показана более низкая мощность критерия Дэвида-
Хартли-Пирсона по отношению к критерию Гири [39]. Поскольку
критерий Дэвида-Хартли-Пирсона уступает по мощности критериям
Гири, Эппса-Палли и Шапиро-Уилка, а удобная оценка определена
только для больших объёмов выборок, его использование нецелесооб-
разно на малых выборках, а для больших существуют более точные,
например, критерий Колмогорова-Смирнова.

3.4. Критерий Шпигельхальтера

Статистика комбинированного критерия Шпигельхальтера основана
на комбинации статистик критериев Гири и Дэвида- Хартли-Пирсона:

T ′ =


1

(CnU)n−1
+

1

dn−1

 1
n−1

, Cn =
(n!)

1
n−1

2n
и U =

R

s
,

где U — статистика критерия Дэвида-Хартли-Пирсона, d— статистика
критерия Гири. Гипотеза о нормальности распределения принимается,
если T ′ < T ′(α).

Шпигельхальтером в [43] показана удовлетворительная мощность
критерия против симметричных альтернатив. Там же приведены
критические значения статистики критерия на уровнях значимости
0,05 и 0,1 для выборок объемом n = 5, 10, 15, 20, 50, 100. Исследования
для несимметричных альтернатив описаны в [44].
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Существенным недостатком для автоматизации является плохая
аппроксимируемость известными распределениями критических значе-
ний статистики критерия Шпигельхартера. Значения для указанных
выше объёмов выборок рассчитаны в [43] на основе множества нор-
мально распределённых выборок, для получения значений статистики
в промежуточных точках предлагается связываться с автором критерия.

3.5. Критерий Локка-Спурье

Большинство рассмотренных выше критериев имеет высокую
эффективность против симметричных альтернатив, в работе [45]
Локком и Спурье был предложен эффективный критерий провер-
ки нормальности против асимметричных альтернатив. Статистики
критерия имеют вид:

T1n =
1

C3
n

n
i=1

ωixi и T2n =
1

C3
n

n−1
i=1

n
j=i+1

Vij(xj − xi)
2
,

где ωi = C2
i−1 − 2 (n− 1) (i− 1) + C2

n−1, Vij = i+ j − n− 1 и xi —
i-я порядковая статистика.

Для статистик критерия имеют место аппроксимации. При n ≥ 5

статистика T ′ = T1n−E(T1n)√
D(T1n)

распределена как нормальная случайная

величина с критическими значениями T1n = E (T1n) +


D (T1n)uα,
где uα — α-квантиль стандартного нормального распределения. При
n ≥ 10 нормальное приближение для T2n имеет вид

T2n = E (T2n) +


D (T2n)uα.

Гипотеза нормальности распределения вероятностей случайной
величины отклоняется, если T1n (T2n) > T1n (α) (T2n (α)), где (1− α)—
уровень значимости.

Для критерия Локка-Спурье в [45] показана эффективность для
несимметричных альтернатив с «мягкими» хвостами. Исследования для
несимметричных альтернатив с обоими видами хвостов представлено
в работе [46].

3.6. Критерий Оя

В работе [47] Оя, основываясь на работах [48, 49], предложил
критерий проверки нормальности, статистики которого построены
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на комбинациях порядковых статистик

T1 =
1

C3
n


1≤i<j<k≤n

xk − xj

xk − xi
и T2 =

1

C4
n


1≤i<j<l≤n

xk − xj

xl − xi
.

При справедливости гипотезы нормальности E (T1) = 0, 5 и E (T2) =
0, 298746, дисперсии приведены в работе [49]. В таблице дисперсии для
выборок n ≤ 30 приведены с пропусками. Приближённо нормально
распределены статистики

T̃1 (α) = 0, 5 +

D (T1)uα и T̃2 (α) = 0, 298746 +


D (T2)uα,

где uα – α-квантиль стандартного нормального распределения. Реко-
мендован комбинированный критерий χ2 = T̃ 2

1 + T̃ 2
2 , который имеет

распределение χ2 c f = 2 степенями свободы.
Более просты в вычислительном плане предложенные в работе [47]

модифицированные критерии

T ′
1 =


1≤i<j≤n

aij log (xj − xi) и T ′
2 =


1≤i<j≤n

bij log (xj − xi) ,

где aij = 1
C3

n
(i+ j − n− 1), bij = 1

C4
n


2 (n− j) (i− 1)− C2

n−j − C2
i−1


.

Если гипотеза нормальности справедлива, то

E(T ′
1) = 0, E(T ′

2) = 0, 4523,

D(T ′
1) =

1

C3
n

(0, 11217(n− 4)(n− 3) + 0, 118899(n− 3) + 2, 8979),

D(T ′
2) =

1

C4
n

0, 0874(n− 6)(n− 5)(n− 4)

+ 0, 0435(n− 5)(n− 4) + 5, 342(n− 4) + 8, 8552),

T ′
1(α) =


D((T ′

1))uα,

T ′
2(α) = 0, 4523 +


D((T ′

2))uα.

Может быть использован критерий

χ2 =

T̃1

2

+

T̃2

2

=
(T ′

1 − E (T ′
1))

2

D (T ′
1)

+
(T ′

2 − E (T ′
2))

2

D (T ′
2)

.

4. Обсуждение критериев

Аппроксимации статистик критериев Локка-Спурье и Оя опира-
ются на критерий χ2. Существуют и другие специальные критерии
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проверки нормальности, сводящиеся к использованию критерия χ2, но
оставленные за границами данного исследования, например, критерий
де Агостино [50,51]. В указанных критериях речь идёт об использова-
нии модификации общего критерия χ2 для проверки нормальности
распределения, описание и таблицы которого могут быть найдены,
например, в [38].

В исследованиях мощности [39, 41] критерия Гири имеются
ограничения, а также отсутствует единое мнение об областях его
применимости. Поэтому несмотря на его вычислительную простоту мы
полагаем, что:
1) нецелесообразно использовать критерий Гири в алгоритмах анализа

результатов ИвО, так как на малых выборках его мощность уступает
критерию Шапиро-Уилка;

2) желательно провести имитационное исследование критерия Гири с
уточнёнными по работе [37] коэффициентами для симметричных и
несимметричных альтернатив на выборках объёма n 6 100.

Учитывая серьёзные ограничения критерия Шпигельхальтера, связан-
ные с невозможностью аппроксимирования его статистики, и наличие
расчётных значений только для шести объёмов выборок было принято
следующее решение.
(1) Не включать исследования, основанные на критерии Шпигельхаль-

тера в подсистемы анализа результатов ИвО.
(2) Провести дополнительное исследование и с использованием

синтетических выборок вычислить промежуточные процентные
точки значений статистики критерия.

5. Алгоритм выбора критерия проверки нормальности
распределения

Как показывает материал раздела 3, процесс выбора критерия
зависит как минимум от двух серьёзных решений, которые должна
уметь принимать информационная система поддержки измерений в об-
разовании. Первое связано с объёмом данных, получаемых от системы.
Критерии, рассмотренные в обзоре, закрывают вопросы, связанные с
малочисленными измерениями, когда объём выборки не превышает 200.
Второе решение принимается по результатам проверки отклонения
от нормальности, то есть по результату вычисления асимметрии. То
есть мы имеем дело, с точки зрения информационной системы, с
адаптивным алгоритмом выбора критерия (для наглядности алгоритм
представлен простой UML- диаграммой на рис. 1) для использования
в программных системах ИвО.
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Рисунок 1. Алгоритм выбора критерия проверки нормаль-
ности распределения

Дополнительно отметим, что критерии проверки нормальности
против симметричных и асимметричных альтернатив могут быть
подразделены по альтернативам с разными видами хвостов (например,
тяжёлыми хвостами) [52]. Однако применительно к измерениям
в образовании уточнение алгоритма с точки зрения хвостов требует
проведения отдельного исследования по установлению наиболее
распространённых видов распределений, описывающих эмпирические
распределения величин.
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Заключение

В заключении отметим, что данный обзор серьёзно детализирован
численными методами, позволяющими вычислять статистики критериев
проверки нормальности непосредственно при реализации в программ-
ной системе, так и за счёт подключения существующих внешних
решателей. Так, практически все перечисленные в работе критерии
имеют реализации в виде R- пакетов, доступных в репозитории CRAN.
Кроме того, в обзор включены первоисточники критериев, поскольку
авторами замечено, что многократное перецитирование работ в данной
области привело к досадным ошибкам в вычислительных формулах
и коэффициентах. Все перечисленное сделано с целью предложить
читателю готовые, обоснованные проектные решения, связанные с
подбором математического обеспечения систем поддержки измерений
в образования.
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