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Двусторонняя оценка корня одного уравнения,
содержащего полные эллиптические интегралы

Аннотация. Доказана единственность корня уравнения, возникающего в
одной задаче геометрической теории управления. Задача состоит в изучении
особенности субримановой сферы на группе Энгеля вблизи анормальной
кратчайшей.

В ходе доказательства получено несколько новых неравенств для полных
эллиптических интегралов. Например, доказано возрастание функции
K(k)E(k) на промежутке [0, 1), не встречавшееся ранее в справочниках.

Разработанный метод исследования и полученные результаты могут
быть полезны как при иследовании эллиптических интегралов, так и при
решении задач, в которых эти интегралы возникают (например, в задачах
субримановой геометрии).

Ключевые слова и фразы: асимптотика, полный эллиптический интеграл, субриманова
геометрия.

1. Введение

В последние десятилетия выяснилось, что многие задачи оптималь-
ного управления после их математической формализации сводятся
к задачам отыскания кратчайшей кривой, соединяющей две точки
какого-либо многообразия, наделенного субримановой метрикой. Цен-
тральное место среди таких многообразий занимают левоинвариантные
субримановы структуры на нильпотентных группах Ли, т.к. они
доставляют фундаментальную нильпотентную аппроксимацию общих
субримановых структур [1].
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Левоинвариантная субриманова структура ранга 2 максимального
роста на 4-мерной группе Ли единственна — это нильпотентная
субриманова структура на группе Энгеля. Детальному исследованию
этой структуры посвящен ряд работ [2–5]. В последней работе этого
цикла построен оптимальный синтез и описана глобальная структура
множества разреза.

Одной из важных задач, остающейся для нильпотентной субрима-
новой структуры на группе Энгеля нерешенной, состоит в исследовании
особенности сферы вблизи анормальной кратчайшей. В этой задаче
возникает ряд нетривиальных вопросов теории эллиптических функций
и интегралов. Данная работа посвящена ответу на один из таких
вопросов.

А именно, исследуется структура трехмерной субримановой
сферы S вблизи анормальной кратчайшей. Для доказательства того,
что сфера S допускает однозначное проецирование на трехмерную
гиперплоскость, потребовалось установить, что уравнение (4) (см.
ниже раздел 2) имеет единственное решение на интервале 0 < x < 1.
Доказательство единственности решения уравнения (4) позволяет
перейти к дальнейшему изучению сферы S вблизи анормальной
траектории. Двусторонняя оценка корня этого уравнения задает
диапазон, в котором лежит фрагмент сферы вблизи анормальной
кратчайшей.

Отметим, что в ходе доказательства получено несколько новых
неравенств для полных эллиптических интегралов. Например, доказано
возрастание функции K(k)E(k) на промежутке [0, 1), не встречавшееся
ранее в справочниках.

Разработанный метод исследования и полученные результаты могут
быть полезны как при иследовании эллиптических интегралов, так и
при решении задач, в которых эти интегралы возникают (например,
в субримановых задачах в плоском случае Мартине [6], на группе
Картана [7], а также субримановых задачах энгелева типа [8]).

2. Постановка задачи

Даны две функции

x1(k) =
2E(k)

K(k)
− 1, x2(k) =

2

k2


1− E(k)

K(k)


− 1, 0 ≤ k ≤ 1.(1)
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(Функция 1/K доопределяется в точке k = 1 нулём, после этого
она становится непрерывной на отрезке [0, 1]). Функция x1 убывает,
поскольку функции E,K положительны, E убывает, K возрастает. Нас
интересуют неотрицательные значения x1(k), поэтому рассмотрим эту
функцию на отрезке 0 ≤ k ≤ k0, k0 — единственный корень уравнения
2E(k) = K(k). Из таблиц [9] (с. 288–303) видно, что 0.9 < k0 < 0.91.
Имеем x1(0) = 1, x1(k0) = 0. Обозначим y1 : [0, 1] → [0, k0] функцию,
обратную к x1. Она, как и x1, непрерывна и убывает.

Из разложения в степенной ряд [10] (гл. 7, §44) функций E и K
следуют асимптотики

E(k) =
π

2


1− k2

4
+O(k4)


,K(k) =

π

2


1 +

k2

4
+O(k4)


, k → 0+,

E(k)/K(k) = 1− k2

2
+O(k4), k → 0+,

из которых видно, что в результате доопределения x2(0) = 0, функция
x2(k) становится непрерывной на отрезке 0 ≤ k ≤ 1. Ниже в лемме 3
доказано возрастание функции x2. Очевидно равенство x2(1) = 1.
Через y2 : [0, 1] → [0, 1] обозначим функцию, обратную к x2. Она также
непрерывна и возрастает.

Рассматривается еще одна пара функций

A1(k) = 4K(k)

E(k)− (1− k2)K(k)


, A2(k) = E(k)K(k),(2)

0 ≤ k < 1.

Обе функции (2) положительны и, как доказано в лемме 2, возрастают.
Положим

B1(x) = A1(y1(x)), B2(x) = A2(y2(x)), B(x) = B2(x)−B1(x).(3)

Требуется доказать, что уравнение

B(x) = 0(4)

имеет на интервале 0 < x < 1 единственный корень, и этот корень на
самом деле лежит на интервале 1

3 < x < 1
2 .

3. Монотонность функций (1) и (2)

Введём обозначение k′ =
√
1− k2. Производную по переменной k

будем обозначать точкой. Справедливы следующие тождества [10] (гл.
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7, §44) (для краткости опускаем аргумент k у всех функций):

Ė =
E −K

k
, kK̇ = Ek′

−2 −K, k̇′ = − k

k′
.(5)

Лемма 1. При любом k ∈ (0, 1) справедливо неравенство

E − k′K > 0.

Доказательство. Поскольку E(0) = K(0) = π
2 , k

′(0) = 1, то функция
E − k′K в точке k = 0 равна 0. Поэтому для доказательства её положи-
тельности на интервале (0, 1) достаточно проверить положительность
её производной. Согласно (5) имеем

d

dk
(E − k′K) = Ė − k̇′K − k′K̇ =

E −K

k
+

k

k′
K − k′

k
(Ek′

−2 −K).

Следовательно,

kk′
d

dk
(E − k′K) = k′(E −K) + k2K − k′

2
(Ek′

−2 −K) =

= k′E − E − k′K + (k2 + k′
2
)K = E(k′ − 1) +K(1− k′) =

= (1− k′)(K − E).

Последнее равенство влечёт за собой положительность производной
функции (E − k′K)˙. Лемма доказана.

Лемма 2. Функции A1, A2 имеют на интервале (0, 1) положи-
тельную производную и, в частности, возрастают на полуинтервале
[0, 1).

Доказательство. Согласно (5) имеем

Ȧ2 = ĖK + EK̇ =
(E −K)K

k
+

E(Ek′
−2 −K)

k
=

Ek′
−2 −K2

k
=

=
(E − k′K)(E + k′K)

kk′2
> 0

по лемме 1.
Докажем положительность производной функции A3 = E − k′

2
K.
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Имеем

Ȧ3 = Ė − k̇′
2
K − k′

2
K̇ =

E −K

k
+ 2kK − k′

2


Ek′

−2 −K

k


=

=
E −K + 2k2K − E + k′

2
K

k
=

K

k
(2k2 + k′

2 − 1) = kK > 0.

Таким образом, функция A3 имеет положительную производную на
интервале 0 < k < 1 и сама положительна по лемме 1. А так как
функция K обладает этими же свойствами, то их произведение A1 =
4KA3 также положительно и имеет на интервале (0, 1) положительную
производную. Лемма полностью доказана.

Лемма 3. Функция x2 имеет положительную производную на
интервале (0, 1), в частности, возрастает на отрезке [0, 1].

Доказательство. Имеем

1

2
ẋ2 = − 2

k3


1− E

K


− 1

k2


E

K

̇
= − 2

k2
· K − E

kK
+

K̇E − ĖK

k2K2
=

=
K̇E − ĖK

k2K2
+

2

k2
Ė

K
=

K̇E + ĖK

k2K2
=

Ȧ2

k2K2
> 0

по лемме 2. Лемма доказана.

4. Существование и единственность корня уравнения (4).
Двусторонняя оценка корня

Функция y1 непрерывна и убывает на [0, 1], множеством её значений
является отрезок [0, k0] ⊂ [0, 1). Функция A1 непрерывна и возрастает
на [0, 1). Следовательно, функция B1(x) = A1(y1(x)) непрерывна и
убывает на [0, 1]. Согласно (3) имеем

B1(0) = A1(y1(0)) = A1(k0) = 4K(k0)


E(k0)− (1− k0

2)K(k0)


=

(6)

= 8E(k0)


E(k0)− 2(1− k0

2)E(k0)


= 8(2k0

2 − 1)E2(k0),

B1(1) = A1(y1(1)) = A1(0) = 0.(7)
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Функция y2 непрерывна и возрастает на [0, 1], y2(0) = 0, y2(1) = 1.
Функция A2 возрастает и непрерывна на [0, 1]. Следовательно, функция
B2 возрастает и непрерывна на [0, 1]. Имеем также

B2(0) = A2(y2(0)) = A2(0) =
π2

4
,(8)

lim
x→1−

B2(x) = lim
k→1−

A2(k) = +∞.

Из сказанного заключаем, что функция B(x) = B2(x) − B1(x)

непрерывна и возрастает на полуинтервале [0, 1),

lim
x→1−

B(x) = +∞,

B(0) =
π2

4
− (16k0

2 − 8)E2(k0) <
10

4
− (16k0

2 − 8) =

= 10.5− 16k0
2 < 10.5− 16 · 0.92 = −2.46.

Отсюда следует существование и единственность корня уравнения (4)
на интервале 0 < x < 1. Для доказательства наличия этого корня на
интервале 1

3 < x < 1
2 достаточно проверить справедливость неравенств

B


1

3


< 0 ⇔ B2


1

3


< B1


1

3


,

B


1

2


> 0 ⇔ B1


1

2


< B2


1

2


.

Докажем лемму, которая даст требуемые неравенства.

Лемма 4. Справедливы численные неравенства

B2


1

3


= A2


y2


1

3


< π < A1


y1


1

3


= B1


1

3


,

B1


1

2


= A1


y1


1

2


< π < A2


y2


1

2


= B2


1

2


.

Доказательство леммы проведём в следующем порядке. Сначала
докажем двойное неравенство

A1


y1


1

2


< π < A1


y1


1

3


.(9)
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Из тождества Лежандра [10] (гл. 7, §44) при k = k′ = 1√
2

следует
равенство

2E


1√
2


K


1√
2


−K2


1√
2


=

π

2
⇒ A1


1√
2


= π.(10)

В силу возрастания A1 это означает, что (9) будет вытекать из двойного
неравенстваа

y1


1

2


<

1√
2
< y1


1

3


⇔ 1

3
< x1


1√
2


<

1

2
(11)

(мы воспользовались убыванием x1 и тем, что y1 — функция, обратная
к x1). Разделив обе части левого равенства в (10) на K2( 1√

2
), находим

2
E(1/

√
2)

K(1/
√
2)

− 1 =
π

2K2(1/
√
2)

⇒ x1


1√
2


=

π

2K2(1/
√
2)

.

Известно также значение K(1/
√
2) = 4Γ2(5/4)/

√
π [11] (стр. 337).

Отсюда находим

x1


1√
2


=

π2

32Γ4(5/4)
.(12)

Из двойного неравенства

Γ2


5

4


< Γ


3

2


=

√
π

2
< Γ


5

4


и (12) выводим оценки

Γ−4


5

4


< Γ−4


3

2


=

√
π

2

−4

=
16

π2
⇒ x1


1√
2


<

π2

32
· 16
π2

=
1

2
,

Γ−4


5

4


> Γ−2


3

2


=

4

π
⇒ x1


1√
2


>

π2

32
· 4
π

=
π

8
>

1

3
.

Второе двойное неравенство в (11) доказано, и доказательство неравен-
ства (9) завершено.

Перейдем к доказательству двойного неравенства

A2


y2


1

3


< π < A2


y2


1

2


.(13)

Левое неравенство (13) доказывается с помощью двусторонних оценок
значений полных эллиптических интегралов E(0.975) и K(0.975),
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взятых из таблиц [9]

1.05 < E(0.975) < 1.06, 2.91 < K(0.975) < 2.92.(14)

Из (14) находим

A2(0.975) < 1.06 · 2.92 = 3.0952,
E(0.975)

K(0.975)
<

1.06

2.91
< 0.365.(15)

Покажем, что верно неравенство

y2


1

3


< 0.975 ⇔ 1

3
< x2(0.975) =

2

0.9752


1− E(0.975)

K(0.975)


− 1.

Действительно, последнее неравенство равносильно такому:

2 · 0.9752

3
< 1− E(0.975)

K(0.975)
⇔ E(0.975)

K(0.975)
< 1− 2 · 0.9752

3
= 0.36625,

а это, как видно из (15), верно. Таким образом,

A2


y2


1

3


< A2(0.975) < 3.1 < π.

Левое неравенство (13) доказано. Докажем правое неравенство (13)
с помощью двусторонних оценок значений полных эллиптических
интегралов E(0.99) и K(0.99), взятых из тех же таблиц:

1.02 < E(0.99) < 1.03, 3.35 < K(0.99) < 3.36.(16)

Отсюда сразу же видно, что A2(0.99) > π и осталось убедиться в том,
что 0.99 < y2(1/2): тогда в силу возрастания A2 правое неравенство
(13) будет доказано. В силу возрастания функции x2 имеем

0.99 < y2


1

2


⇔ x2(0.99) <

1

2
⇔ 2

0.992


1− E(0.99)

K(0.99)


<

3

2
⇔(17)

⇔ 1− 0.992 · 3
4

= 0.264925 <
E(0.99)

K(0.99)
.

Из упомянутых таблиц находим

E(0.99)

K(0.99)
>

1.02

3.36
> 0.3,

что и требовалось доказать. Правое неравенство (13) доказано, и
доказательство леммы 4 завершено.
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Anton Popov, Yuri Sachkov. Two-side bound of a root of an equation containing
complete elliptic integrals.

Abstract. We prove uniqueness of root of an equation arising in a problem of
geometric control theory. The problem consists of description of singularity of the
sub-Riemannian sphere on the Engel group near abnormal length minimizer.

During the proof, several new inequalities for complete elliptic integrals were
obtained. For example, we proved that the function K(k)E(k) is increasing at the
segment [0, 1); this fact was not noticed before in literature.

The method of investigation developed and the results obtained can be
useful both for the study of elliptic integrals and for solving problems were such
integrals arise (e.g. in problems of sub-Riemannian geometry). (In Russian).
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