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О множестве разреза на двухступенных свободных
группах Карно

Аннотация. Рассматривается задача о субримановых кратчайших на
двухступенных свободных нильпотентных группах Ли Gn. Такие группы
также известны как группы Карно. Эта задача является модельной в
субримановой геометрии и, в некотором смысле, простейшей из нерешенных
на сегодняшний день задач. Несмотря на обильную группу симметрий,
множество разреза известно лишь в случаях малой размерности n = 2, 3.
В общем случае известна гипотеза Рицци–Серреса о множестве разреза.
В статье выписаны уравнения геодезических, исследованы непрерывные
симметрии гамильтоновой системы ПМП и предложен метод редукции
гамильтоновой системы по симметриям. Приведена идея доказательства
гипотезы Rizzi–Serres для общего случая. Случаи малой размерности n = 2, 3, 4
изучены детально. Приведены изображения волновых фронтов, наглядно
показывающие расположение точек разреза в размерностях n = 2, 3.
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Введение

В данной статье рассматривается классическая задача субримановой
(СР) геометрии, которая, несмотря на наличие обильной группы
симметрий, остается не до конца изученной в общем случае. Более
точно, рассматривается семейство задач о субримановых кратчайших на
двуступенных свободных нильпотентных группах Ли Gn = Rn × so(n),
параметризованное параметром n ∈ N, n ≥ 2. Такие группы также
известны как группы Карно, см. [1]. Известно, что для каждой заданной
размерности n существует единственная субриманова структура на
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Gn, имеющая вектор роста

n, n(n+1)

2


и характеризующаяся тем,

что алгебра Ли левоинвариантных векторных полей на Gn является
нильпотентной ступени 2 (то есть все коммутаторы выше второго
порядка равны нулю). Впервые такая задача была рассмотрена в
работах [2,3]. Отметим, что такие структуры задают нильпотентную
аппроксимацию [4] для широкого класса СР задач, возникающих в
приложениях. Нильпотентная аппроксимация является простейшей
структурой, локально приближающей исходную систему и сохраняющей
свойство управляемости. Точная постановка задачи приводится в
разделе 2.

Субриманова геометрия [1] является быстро развивающейся
областью математики, лежащей на пересечении дифференциальной
геометрии, уравнений в частных производных, теории оптимального
управления и вариационного исчисления, метрического анализа [5],
теории групп и алгебр Ли, и других важных областей математики.
Она имеет богатые приложения в механике [6–8], робототехнике [9],
моделировании зрения [10,11], машинной графике [12–15] и т.д.

СР геометрия исследует геометрические характеристики субрима-
новых структур, заданных тройкой (M,∆, 〈·, ·〉), где M — гладкое
многообразие размерности dim(M) = k, ∆ ⊂ TM — распределение ран-
га m < k, 〈·, ·〉 — скалярное произведение, заданное на распределении ∆.
Заметим, что скалярное произведение 〈·, ·〉 задает метрику G(·) =


〈·, ·〉

на M , которая позволяет измерять длину допустимых (иначе говоря
“горизонтальных”) кривых γ : [0, T ] →M , вектор скорости которых
лежит в ∆: γ̇(t) ∈ ∆γ(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

В ситуации общего положения (т.е. при выполненном условии
Хермандера [1]), теорема Рашевского–Чжоу [1] гарантирует, что любые
две точки q и q′ могут быть соединены допустимой кривой γ: γ(0) = q,
γ(T ) = q′. При этом длина кривой l(γ) определяется стандартным
способом l(γ) =

 t

0


〈γ̇(τ), γ̇(τ)〉d τ . Кривая минимальной длины среди

всех таких γ называется СР кратчайшей.
Одним из центральных вопросов СР геометрии является построение

множества разреза (относительно заданной точки q ∈M). Множество
разреза состоит из точек разреза q′ — конечных точек СР кратчайших
(выходящих из точки q) максимальной длины, то есть таких кратчайших,
которые не являются куском другой кратчайшей. СР геодезической
называется допустимая кривая, достаточно малые дуги которой
являются СР кратчайшими.
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Отметим, что в Евклидовом случае (M = Rk, n = k) кратчайшие
являются прямыми линиями, оптимальными до бесконечности. В этом
случае геодезические являются кратчайшими, и множество разреза
является пустым множеством. При этом максимальная длина любой
кратчайшей равна бесконечности.

Ситуация меняется в случае римановой геометрии (n = k). Напри-
мер, на двумерной сфере (M = S2) геодезические являются дугами
больших окружностей, но кратчайшими являются только дуги длины
не более чем половина экватора, см. напр. [16]. Интуитивно это
соответствует тому факту, что если при движении из точки q в точку
q′ вдоль дуги большой окружности длина пути оказалась больше
половины экватора, то изначально “выгоднее” двигаться из точки q в
противоположном направлении. Здесь “выгоднее” означает, что при
движении из точки q в противоположном направлении вдоль той же
дуги окружности, точка q переходит в точку q′ с длиной пути меньше,
чем половина экватора. Таким образом, в случае римановой геометрии
на сфере множество разреза (относительно точки q) состоит из одной
точки (диаметрально противоположной q).

Случай сферы является простейшим случаем римановой геометрии
с непустым множеством разреза. Если вместо сферы рассмотреть
эллипсоид вращения, то ситуация усложняется. Карл Густав Якоб Якоби
первым исследовал задачу о геодезических на эллипсоиде вращения,
см. [17]. Он показал, что множество разреза на эллипсоиде вращения
гомеоморфно отрезку. Также он установил наличие сопряженных
точек, формирующих каустику.

Сопряженные точки характеризуется тем, что через них проходит
огибающая к семейству геодезических. Известно, что отрезок геоде-
зической не является кратчайшей, если он содержит сопряженные
точки. Сопряженные точки играют важную роль в исследовании
оптимальности геодезических, поскольку они дают верхнюю оценку на
время разреза (время потери оптимальности). Однако для построения
множества разреза знания одних лишь сопряженных точек как правило
недостаточно. В ситуации общего положения, геодезическая теряет
оптимальность в точке Максвелла, наступающей раньше первой
сопряженной точки. Точкой Максвелла называется точка, в которую
приходит две (или более) различных геодезических одинаковой длины,
см. [18]. Заметим, что в случае сферы множество разреза совпадает с
первой каустикой, однако уже на эллипсоиде вращения сопряженные
точки наступают после точек разреза.
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Ситуация еще более усложняется в случае субримановой геометрии
(n < k). Уже для СР структур на R3 точки разреза вдоль геодезических,
выходящих из начала координат O, могут быть расположены в сколь
угодно малой окрестности O, см. [19,20]. Отметим, что множество
разреза для СР структур на группах Ли известно лишь в нескольких
простых случаях: группа Гейзенберга G2 [3,21] (случай (2,3)); группа
G3 [22] (случай (3,6)); группы SO(3), SU(2), SL(2) с метрикой Кил-
линга [23]; группа SE(2) [24], группа SH(2) [25], группа Энгеля [26],
нильпотентные СР задачи ступени 2 коранга 2 [27].

В данной статье рассматривается задача, являющаяся модельной
и в некотором смысле простейшей из нерешенных на сегодняшний
день задач субримановой геометрии. В ней имеется значительная
группа симметрий (вращения и растяжения), которая позволяет
понизить размерность системы. Несмотря на это, попытки описания
множества разреза в общем случае Gn пока увенчались лишь гипотезой
Rizzi–Serres [28], доказанной при n = 2, 3.

Случай G2 представляет собой хорошо известную задачу Дидоны —
краеугольный камень СР геометрии. Эта задача, также именуемая
субримановой задачей на группе Гейзенберга, была исследована
в работах [3, 21]. В частности, было показано, что кратчайший
допустимый путь между конечными точками в G2 является сегментом
винтовой линии, а его проекция на плоскость — дугой окружности.
Такой сегмент винтовой линии перестает быть кратчайшим путем
после того, как его плоская проекция начинает пробегать окружность
второй раз. Субримановы сферы с центром в начале координат в этой
модели имеют форму яблока с особенностями на полюсах. Случай G2

подробно разобран в разделе 3.1.
Случай G3 исследован в работе [22]. Используя представление

действия кососимметричной матрицы на вектор в виде векторного
произведения, автору удалось описать замыкание множества разреза
на G3 как решение некоторого явно заданного уравнения. Случай G3

подробно разобран в разделе 3.2.
Статья имеет следующую структуру. Во введении происходит

знакомство с ключевыми понятиями субримановой геометрии, приво-
дится описание задачи, кратко рассказывается о ее истории, известных
результатах и открытых проблемах. Раздел 1 содержит определения
базовых математических понятий, используемых в статье. В разделе 2
определяется понятие двухступенной свободной нильпотентной группы
Ли (раздел 2.1); приводится постановка задачи и перечисляются ее



СР-структуры на свободных группах Карно 323

известные свойства (раздел 2.2); применяется принцип максимума
Понтрягина (ПМП) (раздел 2.3); исследуются непрерывные симметрии
(раздел 2.4) и выписываются решения (раздел 2.5) гамильтоновой
системы ПМП; приводится гипотеза Rizzi–Serres о множестве разреза
для общего случая Gn (раздел 2.6). Далее в разделе 3 идет детальное
рассмотрение случаев малой размерности n = 2, 3, 4. В Заключе-
нии приводится резюме проделанной работы, обсуждаются планы и
перспективы дальнейших работ.

1. Математическая справка

В этом разделе приводятся определения используемых базовых
математических понятий. Предполагается, что читатель знаком с
такими понятиями как: группа, гладкое многообразие, касательное
и кокасательное расслоение, дифференциал гладкого отображения.
Определения этих понятий можно посмотреть, например, в [29,30].

Начнем с общих определений из математического анализа.
Определение 1. Гладким векторным полем на гладком многообра-

зии M называется гладкое отображение X, ставящее в соответствие
каждой точки q из M касательный вектор в q:

X :M → TM : q → X(q) ∈ TqM.

В координатах векторное поле записываются X =
n

i=1Xi(x)∂xi
.

Таким образом, векторное поле X можно понимать как оператор
дифференцирования функций на M . Оно является гладкими, если
все компоненты Xi – гладкие функции. Далее мы всегда будем
подразумевать гладкость многообразий и векторных полей. Значение
векторного поля в точке q обозначается X(q).

Определение 2. Пусть задан диффеоморфизм φ : M → N
многообразий M и N . Обозначим дифференциал φ в точке q ∈M
через φ∗,q : TqM → Tφ(q)N . Пусть на M задано векторное поле X.
Обозначим через φ∗X векторное поле на N , получаемое действием
отображения φ на векторное поле X, заданное формулой

(φ∗X)(φ(q)) := φ∗,q(X(q)), ∀q ∈M.

Теперь вспомним некоторые определения из теории групп Ли.
Определение 3. Множество G называется группой Ли, если G

является гладким многообразием, снабженным групповой структурой,
и групповые операции (умножение и взятие обратного элемента) в G
гладкие.
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В данной статье рассматриваются линейные группы Ли G, то есть
такие группы Ли, элементы которых представляются обратимыми
матрицами. В таком представлении единица группы Id соответствует
единичной матрице, групповая операция соответствует матричному
произведению, а обратный элемент соответствует обратной матрице.

Определение 4. Алгеброй Ли называется линейное простран-
ство с бинарной операцией [·, ·], которая является билинейной,
кососимметричной и удовлетворяющей тождеству Якоби.

Касательное пространство TIdG к линейной группе Ли G является
линейным пространством. Более того, оно наделено дополнительной
операцией, матричным коммутатором

[A,B] = AB −BA ∈ TIdG, A,B ∈ TIdG,

которая удовлетворяет условиям Определения 4. Таким образом,
пространство TIdG с матричным коммутатором есть алгебра Ли.

Определение 5. Касательное пространство к группе Ли G в
единичном элементе называется алгеброй Ли группы Ли G:

g = TIdG.

Обозначим умножение слева на элемент q в G через Lq : G→ G :
q′ → qq′. Заметим, что Lq является диффеоморфизмом G для каждого
q ∈ G.

Определение 6. Векторное поле X на группе Ли G называется
левоинвариантным, если для каждого q ∈ G выполнено (Lq)∗X = X.

Любое левоинвариантное векторное поле X на группе Ли G
однозначно определяется своим значением в единице. А именно, X
удовлетворяет соотношению X(q) = Lq∗X(Id). C другой стороны,
векторное поле заданное формулой X(q) = Lq∗v для некоторого
v ∈ TIdG является левоинвариантным. Таким образом алгебра Ли g
изоморфна алгебре Ли левоинвариантных векторных полей на G.

Наконец перейдем к определениям, связанным с субримановой
(СР) геометрией на группах Ли.

Определение 7. Путь G — группа Ли, dimG = k. Левоин-
вариантной СР структурой на G называется левоинвариантное
подрасслоение касательного расслоения ∆ ⊂ TG ранга n < k, снабжен-
ное левоинвариантным скалярным произведением 〈·, ·〉 на ∆.
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Субриманову структуру можно определить с помощью ортонорми-
рованного репера X1, . . . , Xn ∈ ∆ ⊂ g:

∆q = span(X1(q), . . . Xn(q)), 〈Xi(q), Xj(q)〉 = δij , i, j = 1, . . . n,

где q ∈ G, а δij — символ Кронекера.

Определение 8. Субримановой кратчайшей (СР кратчайшей)
называется липшицева кривая γ : [0, T ] → G такая, что γ̇(t) ∈ ∆γ(t)

для почти всех t ∈ [0, T ], и длина кривой

l(γ) =

 T

0


〈γ̇(t), γ̇(t)〉d t

минимальна среди всех таких кривых, соединяющих две заданные
точки γ(0) = q0 и γ(T ) = q1.

Задачу поиска СР кратчайшей между двумя заданными точками
называют СР задачей. Традиционный подход к решению СР задач
основан на теории оптимального управления [31]. А именно, см. [29],
СР кратчайшая дается решением задачи оптимального управления

γ̇(t) = u1(t)X1(γ(t)) + . . .+ un(t)Xn(γ(t)),(1)
γ(0) = q0, γ(T ) = q1,(2)

l(γ) =

 T

0


u21(t) + . . .+ u2n(t) d t→ min .(3)

Замечание 1. Критерий оптимальности — минимум функци-
онала субримановой длины l(γ) =

 T

0

n
i=1 u

2
i (t) d t может быть

эквивалентно заменен на минимум функционала действия J(γ) =
1
2

 T

0

n
i=1 u

2
i (t) d t . Переход от l(γ) к гладкому функционалу J(γ)

является стандартным приемом в исследовании СР задач, см. [29]. В
силу неравенства Коши-Буняковского, минимизация l(γ) равносильна
минимизации J(γ), однако вычисления становятся проще при работе
с J(γ).

Определение 9. СР геодезической называется кривая на G,
достаточно малые дуги которой являются СР-кратчайшими.

Заметим, что в случае левоинвариантных СР структур на группах
Ли всякая геодезическая γ̃, выходящая из произвольной точки q0 ∈
G, получается действием левого сдвига Lq0 на соответствующую
геодезическую γ, выходящую из единичного элемента Id группы, т.е.
γ̃(t) = Lq0γ(t), поэтому достаточно ограничиться случаем q0 = Id.
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В терминах теории управления, СР геодезические являются
экстремальными траекториями задачи оптимального управления (1)-(3)
и находятся как решение горизонтальной подсистемы гамильтоновой
системы ПМП [29]. В этой статье рассматриваются только нормальные
геодезические, т.е. удовлетворяющие ПМП в нормальном случае.
Заметим, что условие Гоха [29] в СР задачах на Gn влечет отсутствие
строго анормальных геодезических. В силу теоремы единственности
решения гамильтоновой системы с заданным начальным условием, СР
геодезические на G однозначно определяются начальным значением
сопряженных переменных (начальным ковектором). Несложно показать,
что любая геодезическая допускает натуральную параметризацию
(длиной дуги) ‖γ̇(t)‖ ≡ 1. Выбор натуральной параметризации геодези-
ческих эквивалентен сужению пространства всех возможных ковекторов
ξ0 ∈ T ∗

IdG на поверхность уровня гамильтониана ξ0 ∈ H ⊂ T ∗
IdG.

Отображение, переводящее начальный ковектор ξ0 и момент
времени t ≥ 0 в конечную точку соответствующей нормальной
геодезической γ(t), называется экспоненциальным отображением в
задаче оптимального управления:

Exp(ξ0, t) = γ(t), ξ0 ∈ H, t ≥ 0.

Определение 10. Точка, в которой СР геодезическая γ теряет оп-
тимальность называется точкой разреза вдоль γ. Соответствующий
момент времени называется временем разреза

tcut(γ) := sup{t > 0 | γ оптимальна на [0, t]}.

Заметим, что поскольку СР геодезические на G однозначно
определяются начальным значением ковектора ξ0 ∈ H, время разреза
иногда удобно задавать как функцию от начального ковектора:

tcut(ξ0) := sup{t > 0 | γ(t) = Exp(ξ0, t) оптимальна на [0, t]}.

Определение 11. Множеством разреза (относительно точки
q0 ∈ G) называется объединение точек разреза вдоль всех возможных
СР геодезических, выходящих из точки q0∈G

Cutq0(G) := {γ(tcut(γ)) | γ геодезическая, γ(0) = q0}.

В силу левоинвариантности, множество разреза Cutq0(G) имеет вид
Cutq0(G) = Lq0 Cut0(G), где Cut0(G) обозначает множество разреза
относительно единичного элемента Id. Альтернативное определение
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через экспоненциальное отображение имеет вид

Cut0(G) := {Exp(ξ0, tcut(ξ0)) | ξ0 ∈ H}.

Определение 12. Множество конечных точек всех геодезических,
выходящих из заданной точки q0 ∈ G, за время T > 0 называется
волновым фронтом радиуса T (относительно точки q0):

WT
q0 :=


γ(T ) | γ геодезическая, γ(0) = q0


.

В терминах экспоненциального отображения, волновой фронт
радиуса T > 0 относительно Id определяется

WT
0 := {Exp(ξ0, T ) | ξ0 ∈ H} .

Определение 13. Часть волнового фронта, состоящая из
конечных точек (только) оптимальных геодезических, называется
субримановой сферой.

Определение 14. Критические значения экспоненциального
отображения Exp называются сопряженными точками (относи-
тельно Id). Момент (первого) вырождения называется (первым)
сопряженным временем. Объединение всех (первых) сопряженных
точек называется (первой) каустикой:

K(G) =

Exp(ξ0, tconj)

 ξ0 ∈ T ∗
IdG, det (dExp)|(ξ0,tconj)

= 0,

∀τ ∈ (0, tconj) : det (dExp)|(ξ0,τ) 6= 0

 .

Геометрически, сопряженные точки характеризуются тем, что
через них проходит огибающая к семейству геодезических.

2. Cубриманова задача на двухступенных свободных
нильпотентных группах Ли

2.1. Двухступенные свободные нильпотентные группы Ли

Группа Ли G на пространстве Rk называется двухступенной
нильпотентной группой Ли ранга n, если ее алгебра Ли разлагается в
прямую сумму подпространств, таких что

g = g1 ⊕ g2, [g1, g1] = g2, [g1, g2] = [g2, g2] = 0,(4)

где dim g1 = n, dim g2 = k − n.
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Группа Ли G снабжена левоинвариантной СР структурой, индуци-
рованной выбором скалярного произведения 〈·, ·〉 на подпространстве
g1. Рассмотрим базис левоинвариантных векторных полей g, т.ч.

g1 = span(X1, . . . , Xn), g2 = span(Y1, . . . , Yk−n),(5)

где {X1, . . . Xn} задает ортонормированный репер для 〈·, ·〉 на подпро-
странстве g1. В этом базисе соотношения (4) принимают вид

[Xi, Xj ] =
k−n

l=1 clijYl, clij = −clji, i, j = 1, . . . , n,

[Xi, Yj ] = [Yi, Yj ] = 0, i = 1, . . . , n, j, l = 1, . . . , k − n.
(6)

Рассмотрим семейство кососимметричных матриц {C1, . . . , Ck−n},
составленных из структурных констант (clij) алгебры Ли по правилу
Cl = (clij), l = 1, . . . , k − n, и соответствующее подпространство
кососимметрических операторов на g1, представленное линейной
комбинацией этого семейства матриц

C := span(C1, . . . , Ck−n) ⊂ so(g1).

В данной статье рассматриваются двухступенные свободные
нильпотентные группы Ли Gn ранга n, то есть такие группы, что
их алгебра Ли не имеет других соотношений кроме (6). Для них
выполнено C = so(g1) и матрицы Cl = (clij), l = 1, . . . , k − n, образуют
базис C.

Алгебра Ли g представляется семейством векторных полей на
Rk = Rn ⊕ Rk−n (используя координаты (x, z) ∈ Rn ⊕ Rk−n)

Xi = ∂xi
−

n
j=1

k−n
l=1

clijxj∂zl , i = 1, . . . , n,

Yl = ∂zl , l = 1, . . . , k − n.

(7)

Для свободной группы Ли Gn выполнено k = n(n+1)
2 . В этой

ситуации пространство Rk = Rn ⊕ Rk−n удобно представить в виде
Rk = Rn ⊕ (Rn ∧ Rn). Далее мы всегда будем использовать это
представление и обозначать Gn := Rn ⊕ ∧2Rn. Пространство ∧2Rn

отождествляется с пространством so(n) кососимметричных матриц

v ∧ w = v ⊗ wT − w ⊗ vT ,

где v, w ∈ Rn, а операция ⊗ означает произведение Кронекера.
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Обозначим q = (x, y) ∈ Gn, x ∈ Rn, y ∈ so(n). Используя канониче-
ский базис {Elm}1≤l<m≤n для so(n), кососимметричная матрица y
разлагается y =


l<m ylmElm.

Базисные левоинвариантные векторные поля Xi принимают вид

Xi = ∂xi
−


1≤l≤m≤n

(ei ∧ x)lm∂ylm
, i = 1, . . . , n,

Xij := ∂yij
, 1 ≤ i < j ≤ n,

(8)

где {e1, . . . , en} — стандартный базис Rn.
Для всех i < j выполнено [Xi, Xj ] = ∂yij . В частности, векторные

поля (8) образуют алгебру

g = g1 ⊕ g2, g1 = span(X1, . . . , Xn), g2 = span(∂yij )i<j .

Существует единственная структура группы Ли на Rn ⊕ ∧2Rn

такая, что векторные поля Xi являются левоинвариантными. Групповая
операция для нее имеет вид

L(x,y)(x
′, y′) = (x+ x′, y + y′ + x ∧ x′).

2.2. Задача оптимального управления

Задача поиска субримановой кратчайшей между двумя заданными
точками на Gn формулируется в виде задачи оптимального управления
(1)–(3).

Заметим, что в силу левоинвариантности, решение для произ-
вольных q0, q1 ∈ Gn получается действием левого сдвига на решение,
выходящее из единицы группы O = {x = 0, y = 0}, поэтому без
ограничения общности достаточно рассмотреть случай q0 = O.

Эта задача формулируется как задача оптимального управления
ẋ = u, x, u ∈ Rn,

ẏ = x ∧ u, y ∈ so(n),
(9)

x(0) = y(0) = 0, x(T ) = x1, y(T ) = y1,(10)

J(γ) =

 T

0

n
i=1

u2i (t)

2
d t→ min,(11)

где граничные значения x1, y1 заданы, а искомые управления u1, . . . , un
— вещественнозначные функции из класса L∞(0, T ).

Традиционный подход к задаче (9)–(11) состоит из этапов:
(1) Доказательство существования СР кратчайших;
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(2) параметризация СР геодезических с помощью ПМП;
(3) выбор СР кратчайших среди СР геодезических с помощью условий

оптимальности второго порядка и детального изучения структуры
семейства СР геодезических.

В задаче (9)–(11) первый пункт является стандартным следствием
теоремы Рашевского-Чжоу и теоремы Филиппова [29]. Второй пункт
является известным результатом. Впервые корректное интегрирование
гамильтоновой системы ПМП было выполнено в работе [32]. Заметим,
что условие Гоха влечет отсутствие строго анормальных геодезических,
поэтому достаточно исследовать только нормальный случай ПМП.
Далее в этом разделе мы проделаем этот пункт в наиболее простом
виде. Третий пункт является важной открытой задачей, привлекающей
интерес многих ученых. Проблема состоит в том, что, несмотря
на наличие обильного набор симметрий и относительную простоту
выражений для геодезических, время разреза в общем случае остается
неизвестным. Полное решение задачи получено лишь в случаях
малой размерности n = 2, 3 [3,21,22,33]. Для произвольного n в
работе [28] сформулирована гипотеза о структуре множества разреза.
Идея доказательства гипотезы приводится в данной статье, однако
формальное доказательство (или опровержение) для различных n ≥ 4
требует аккуратного анализа и пока остается открытым.

2.3. Применение принципа максимума Понтрягина

Управляемая система (9) записывается через Xi в виде

γ̇ = u1X1 + . . .+ unXn.(12)

ПМП [29] является необходимым условием оптимальности в
задачах оптимального управления. Применим ПМП для системы (12) с
критерием оптимальности (11). Условие Гоха [29] влечет отсутствие
строго анормальных экстремалей, поэтому достаточно ограничиться
рассмотрением нормального случая ПМП.

Введем левонивариантные гамильтонианы hi, линейные на слоях
кокасательного расслоения

hi = 〈λ,Xi〉, ρij = 〈λ,Xij〉, λ ∈ T ∗Gn.

Здесь 〈·, ·〉 означает стандартное действие ковектора на вектор.
Функция Понтрягина Hu в нормальном случае имеет вид

Hu = u1h1 + . . .+ unhn − 1

2


u21 + . . .+ u2n


.
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Условие максимума дает выражение для экстремальных управлений
ui = hi и гамильтониана H = maxu∈Rn Hu

H =
1

2


h21 + . . .+ h2n


.(13)

Горизонтальная часть гамильтоновой системы ПМП получается
подстановкой экстремальных управлений в систему (12):

γ̇ = h1X1 + . . .+ hnXn.(14)

Теперь выведем уравнения для вертикальной части гамильтоновой
системы ПМП, используя формализм скобок Пуассона, см. [1].

Напомним, что по определению Gn скобки Ли между левоинвари-
антными векторными полями удовлетворяют соотношениям

[Xi, Xj ] = Xij , [Xi, Xjk] = 0, [Xij , Xkl] = 0.

В левоинвариантных задачах, структура скобок Ли совпадает со
структурой скобок Пуассона для левоинвариантных гамильтонианов:

{hi, hj} = ρij , {ρjk, hi} = 0, {ρij , ρkl} = 0.

Дифференцируя hi, i = 1, . . . , n, вдоль экстремалей, получаем

ḣ1 = {h1, H} = h2ρ12 + h3ρ13 + . . .+ hnρ1n,

ḣ2 = {h2, H} = h1ρ21 + h3ρ23 + . . .+ hnρ2n,

...
ḣn = {hn, H} = h1ρn1 + h2ρn2 + . . .+ hn−1ρn (n−1).

Дифференцируя ρij , 1 ≤ i < j ≤ n, вдоль экстремалей, получаем

ρ̇ij = {ρij , H} =
1

2
{ρij ,

n
k=1

h2k} =

n
k=1

hk{ρij , hk} = 0.

Вводя обозначения

h := (h1, . . . , hn)
T ∈ Rn, ρ := (ρij) ∈ so(n),

приходим к следующему утверждению.

Утверждение 1. Нормальная гамильтонова система ПМП для
двухступенных свободных нильпотентных групп Ли имеет вид

ẋ = h,

ẏ = x ∧ h,
(горизонтальная часть)


ḣ = ρh,

ρ̇ = 0.
(вертикальная часть)

(15)
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2.4. Непрерывные симметрии гамильтоновой системы ПМП

СР структуры на двухступенных свободных нильпотентных группах
Ли обладают большим набором симметрий, а именно они инвариантны
относительно вращений и неоднородных растяжений. Это важное
свойство формализуется в виде следующих утверждений.

Утверждение 2. Гамильтонова система (15) инвариантна
относительно действия группы SO(n) 3 R :

(x, y, h, ρ) → (Rx, RT yR, Rh, RT ρR).

Доказательство. Требуется проверить, что динамика (15) сохраня-
ется при замене переменных

x̃ = Rx, ỹ = RyRT , h̃ = Rh, ρ̃ = RρRT .

Действительно,
˙̃x = Rẋ = Rh = h̃,

˙̃y = RẏRT = R(x ∧ h)RT = (Rx) ∧ (Rh) = x̃ ∧ h̃,
˙̃
h = Rḣ = R(ρh) = R(RT ρ̃R)h = ρ̃Rh = ρ̃h̃,

˙̃ρ = Rρ̇ = 0.

В этом выводе мы использовали ассоциативность матричного умноже-
ния, свойство внешнего произведения R(v ∧ w)RT = (Rv) ∧ (Rw) и
ортогональность матрицы R: RT = R−1. �

Утверждение 3. Гамильтонова система (15) инвариантна
относительно действия группы растяжений D = {Dk

 k > 0}, где
Dk:

(x, y, h, ρ) → (kx, k2y, kh, ρ), k > 0.

Доказательство. Требуется проверить, что динамика (15) сохраня-
ется при замене переменных

x̃ = kx, ỹ = k2y, h̃ = kh, ρ̃ = ρ.

Действительно,
˙̃x = kẋ = kh = h̃,

˙̃y = k2ẏ = k2(x ∧ h) = (kx) ∧ (kh) = x̃ ∧ h̃,
˙̃
h = kḣ = k(ρh) = ρ(kh) = kh̃,

˙̃ρ = ρ̇ = 0.

Итак, мы показали что (15) остается неизменной при действии Dk. �
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2.5. Интегрирование гамильтоновой системы ПМП

Выпишем явные формулы для СР геодезических на двухступенных
свободных нильпотентных группах Ли. СР геодезические являются
решением горизонтальной части гамильтоновой системы (15).

Вначале проинтегрируем вертикальную подсистему. Обозначим
(h0, ρ0) ∈ Rn × so(n) начальные значения ковектора (h(0), ρ(0)). Урав-
нение ρ̇ = 0 означает, что матрица ρ постоянна: ρ(t) = ρ0. Уравнение
ḣ = ρh задает систему линейных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами на компоненты h. Решение находится в
виде матричной экспоненты h(t) = eρ0th0. Заметим, что компоненты h(t)
в явном виде записывается как линейная комбинация функций sin(λit),
cos(λit) и 1, где λi, i = 1, . . . , bn/2c — собственные значения матрицы
ρ0, см. [32]. Мы не будем их здесь приводить ввиду громоздкости
формул и ограничимся компактным представлением в виде матричной
экспоненты.

Напомним, что мы рассматриваем геодезические, выходящие из
начала координат x(0) = y(0) = 0. Теперь, зная решение вертикальной
подсистемы, решение горизонтальной части сводится к элементарному
интегрированию

x(t) =

 t

0

eρ0τh0 d τ,

y(t) =

 t

0

 τ

0

eρ0sh0 d s


∧

eρ0τh0


d τ.

(16)

Замечание 2. В силу инвариантности относительно SO(n), см.
Утверждение 2, выбором подходящего вращения R можно зафик-
сировать начальный ковектор h(0) = (1, 0, . . . , 0). Такое упрощение
избавляет от необходимости вычислять матрицу eρ0s целиком,
поскольку становится достаточно вычислить ее первый столбец.

2.6. Гипотеза о множестве разреза

Несмотря на наличие обильного набора симметрий и относительную
простоту выражений для СР геодезических на двухступенных свободных
нильпотентных группах Ли, время разреза в общем случае остается
неизвестным. Также неизвестным остается множество разреза Cut0(Gn)—
множество точек в Gn где геодезические теряют оптимальность.
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Гипотеза 1 (Rizzi-Serres, [28]). Множество разреза Cut0(Gn)
состоит из неподвижных точек (x, y) ∈ Rn ⊕ ∧2Rn ∼= Gn нетриви-
альных ортогональных преобразований R ∈ O(n), тождественно
действующих на подпространстве ker y:

Ck :=


(x, y) ∈ Gn | y 6= 0, ∃R ∈ O(n) :

R 6= 1, R|ker y = 1,

Rx = x, RyRT = y


.

Здесь 1 обозначает тождественное преобразование

Далее будет предложен метод сводящий доказательство гипотезы к
вопросу существования корней заданной системы уравнений. Перед
этим сформулируем следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Пространство so(n) 3 y представляется кососиммет-
рическими матрицами. Выбором подходящего вращения R ∈ SO(n)
любая матрица (yij) ∈ so(n) может быть приведена к блочно-диаго-
нальному виду

(zij) = R (yij)R
T =



J1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . Jm

0

0

O1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . On−2m


,

где Ol={0}, l∈{1, . . . , (n− 2m)}, (n− 2m)=dimker(yij) ≥ 0; матрицы

Jl, l∈{1,m}, имеют вид Jl =


0 −zl
zl 0


, где zl ∈ R — модуль l-го

собственного значения матрицы (yij).

Доказательство. Поскольку матрица (yij) подобна своей транспо-
зиции (yij)

T = −(yij), то они должны иметь одинаковые собственные
значения. Отсюда следует, что собственные значения (yij) всегда
попадают в пары ±z (за исключением нечетномерного случая, когда
имеется дополнительное непарное нулевое собственное значение).
Утверждение является стандартным фактом из теории матриц, см.
например [34, ур. 2], и следует из спектральной теоремы для ве-
щественных кососимметрических матриц, которая утверждает что
отличные от нуля собственные значения z являются чисто мнимыми и,
следовательно, имеют вид iz1,−iz1, . . . , izm,−izm, где zi ∈ R. �
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Идея доказательства Гипотезы 1.
Пусть Gn = Rn × so(n). Напомним, см. Опр. 11, что множеством
разреза называется объединение точек разреза вдоль всех возможных
СР геодезических γ(t), выходящих из O = {x = 0, y = 0} ∈ Gn:

Cut0(Gn) := {γ(tcut(γ)) | γ оптимальная геодезическая, γ(0) = O}.

В силу ПМП, см. Раздел 2.3, любая СР геодезическая γ(t) на
группе Gn является решением горизонтальной части гамильтоновой
системы (15) с заданным начальным ковектором ξ0 = (h0, ρ0) ∈ Hn:

γ(t) = Exp(ξ0, t),

где Exp(ξ0, t) — экспоненциальное отображение, переводящее ковектор
ξ0∈Hn ⊂ T ∗

0Gn и момент времени t≥0 в конечную точку геодезической
γ(t) = (x(t), y(t)), а множество Hn определено далее.

Заметим, что в силу гамильтоновой системы (15) начальный ковек-
тор ξ0 ∈ T ∗

0Gn должен лежать на поверхности уровня Гамильтониана
H(ξ0) =

1
2

n
i=1 h

2
i (0) =

1
2 , см. (13):

ξ0 ∈ Hn ⊂ T ∗
OGn, Hn =


ξ0 ∈ T ∗

OGn

 H(ξ0) =
1

2


' Sn−1 × so(n).

Обозначим tcut(ξ0)момент потери оптимальности (время разреза)
для геодезической γ(t) = (x(t), y(t)) с начальным ковектором ξ0 ∈ Hn:

tcut(ξ0) := sup{t > 0 | γ(t) = Exp(ξ0, t) оптимальна на [0, t]}.

Обозначим Wt волновой фронт на Gn радиуса t > 0, см. Опр. 12,

Wt := {Exp(ξ0, t) | ξ0 ∈ Hn, t > 0} ⊂ Gn.

Обозначим Cut0 Gn множество разреза на Gn относительно точки
O = {x = 0, y = 0}, см. Опр. 11, Cut0 Gn = {Exp(ξ0, tcut(ξ0)).

Ввиду отсутствия строго анормальных геодезических можно
показать, что множество разреза является множеством точек первого
самопересечения волнового фронта при всех t > 0. Это утверждение
характеризует точки разреза в Gn тем, что они соединены с O двумя
(или более) различными СР кратчайшими:

q ∈ Cut0 Gn⇒∃ξ̄0 6= ξ0 ∈ Hn :


Exp(ξ0, t1) = Exp(ξ̄0, t1) = q,

∀t ∈ (0, t1) : Exp(ξ0, t) 6= Exp(ξ̄0, t)
.

(17)

Теперь, когда все определения даны, выполним несколько упроще-
ний, опираясь на знание симметрий системы (15), см. Раздел 2.4.
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I) Рассмотрим отображение, переводящее множество начальных
ковекторов ξ0 в конечные точки СР геодезических единичной длины:

Exp1 : Hn → Gn : ξ0 → (x1, y1) = Exp(ξ0, 1) ⊂ Gn.

Множество W1 = {Exp1(ξ0) | ξ0 ∈ Hn} ⊂ Gn задает волновой
фронт единичного радиуса. Исходя из сказанного выше, заключаем,
что множество разреза на волновом фронте W1 имеет вид

Cut10(Gn) =


Exp1(ξ0)

 ∃ξ̄0 6= ξ0 ∈ Hn :
Exp1(ξ0) = Exp1(ξ̄0),

tcut(ξ0) = tcut(ξ̄0) = 1


.

В силу Утверждения 3, Cut0(Gn) является объединением орбит
точек разреза Cut10(Gn) под действием группы симметрии растяжения
D:

Cut0(Gn) = DCut10(Gn).(18)

Таким образом, используя симметрию растяжения, мы показали,
что задача исследования Cut0(Gn) сводится к Cut10(Gn), то есть к
исследованию точек разреза вдоль геодезических единичной длины.

II) Воспользуемся вращательной симметрией R ∈ SO(n), см.
Утверждение 2, и приведем систему (15) к простейшему виду.

В силу Леммы 1, выбором подходящего вращения R̂ ∈ SO(3)

матрица ρ ∈ so(n) приводится к блочно-диагональному виду

Λ = R̂ρR̂T =



0 −λ1
λ1 0

. . . 0

...
. . .

...

0 . . .
0 −λm
λm 0

0

0

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


,

где m — число ненулевых собственных векторов матрицы ρ, а λl —
модуль l-го собственного значения.
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Таким образом, гамильтонова система (15) принимает вид

˙̃x1 = h1,
˙̃x2 = h2,

...
˙̃x2m−1 = h2m−1,
˙̃x2m = h2m,
˙̃x2m+1 = h2m+1,

...
˙̃xn = hn,
˙̃yij = x̃ihj − hj x̃i,



ḣ1 = −λ1h2,
ḣ2 = λ1h1,

...
ḣ2m−1 = −λmh2m,
ḣ2m = λmh2m−1,

ḣ2m+1 = 0,
...

ḣn = 0,

λ̇i = 0.

(19)

В силу теоремы единственности решение γ̃(t) = (x̃(t), ỹ(t)) системы
(19) однозначно определяется n+m начальными значениями h1(0),
. . ., hn(0), λ1, . . ., λm. Таким образом, факторизация вертикальной
подсистемы системы (15) по вращательной симметрии R позволяет
существенно понизить размерность начального ковектора ξ0 = (h0, ρ) ∈
Hn с


n(n+1)

2 − 1


до (n− 1 +m) ≤

n− 1 +


n
2


. Здесь мы так же

использовали h(0) ∈ Sn−1.
Напомним, что геодезические γ(t) = (x(t), y(t)) в общем случае

находятся x(t) = R̂T x̃(t), y(t) = R̂T ỹ(t)R̂. Заметим также, что собствен-
ные значения матрицы ỹ(t) остаются неизменными при действиях
R ∈ SO(n) и могут быть использованы, в качестве инвариантных
координат z в образе Exp на факторпространстве so(n)/SO(n).

III) Теперь вернемся к исследованию структуры множества разреза
Cut10(Gn). Предположим, что hi(0) 6= 0. Заметим, что в случае λi = 0

проекция геодезической γ̃(t) на плоскость (x̃i, x̃i+1) является прямой
линией, оптимальной до бесконечности. В силу непрерывности субрима-
нова расстояния и гладкости Exp заключаем, что геодезическая γ̃(t),
соответствующая значениям λi из достаточно малой окрестности нуля,
оптимальна при t ∈ [0, t1], t1 > 1, то есть

‖λ‖ < ε⇒ tcut(γ̃) > 1.

Таким образом, мы приходим к необходимому условию того, что γ̃(1)
не является конечной точкой оптимальной геодезической:

tcut(γ̃) < 1 ⇒ ‖λ‖ > ε.(20)
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Это рассмотрение означает, что λ, соответствующие геодезическим
γ̃(t) оптимальным при t ∈ [0, 1], надо выбирать из некоторой окрестности
начала координат.

Возвращаясь к общему случаю x(t) = R̂T x̃(t), y(t) = R̂T ỹ(t)R̂
заметим, что точка разреза может появиться как неподвижная точка
вращательной симметрии R̂. Отметим, что такие точки удовлетворяют
условию гипотезы. Для окончательного доказательства гипотезы
требуется проверить, что экспоненциальное отображение инъективно до
момента времени, когда конечная точка соответствующей геодезической
становится неподвижной точкой вращательной симметрии. Это требует
аккуратного анализа уравнений для конкретного n. �

В заключении раздела приведем еще одно важное наблюдение.

Утверждение 4. Геодезическая γ(t) = Exp(h0, λ, t) является
оптимальной до бесконечности tcut(γ) = ∞ ⇔ ‖λ‖ = 0.

Доказательство. Интегрируя гамильтонову систему ПМП (19)
при ‖λ‖ = 0, находим что решение дано прямой линией с направляющим
вектором h0 ∈ Sn−1. Заметим, что прямые линии оптимальны до
бесконечности. Это следует из соотношения d(a, b) ≥ dRn(a, b) между
субримановым и евклидовым расстояниями. �

3. Частные случаи малых размерностей

В этом разделе идет детальное рассмотрение случаев малой
размерности n = 2, 3, 4.

3.1. Случай (2,3). Группа Гейзенберга

Cлучай (2,3) представляет собой субриманову задача на группе
Гейзенберга G2, также известную как задача Дидоны, и имеет богатую
историю. Случай (2,3) является полностью исследованным: для него
получено явное выражение для времени разреза, изучено множество
разреза и построен оптимальный синтез. В данном параграфе собраны
основные результаты по этой задаче.

Геометрически задача ставится следующим образом: для заданных
точек A и B на плоскости требуется найти кривую γ минимальной
длины такую, что фигура, ограниченная кривой γ и отрезком AB
имеет заданную алгебраическую площадь S (при обходе по замкнутому
контуру γ ∪AB в положительном направлении, см. рис. 1).
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Рисунок 1. Геометрическая интерпретация случая (2,3)

Решением задачи Дидоны являются дуги окружностей, а их подъем
в R3, где третья координата представляет собой площадь фигуры,
ограниченной дугой и опорной хордой, является винтовыми линиями.

Сформулируем эту задачу в виде задачи оптимального управления
на группе Гейзенберга G2. Обозначим (x1, x2, y) ∈ G2. Требуется найти
липшицеву кривую γ : [0, T ] → G2, такую что

γ̇(t)=u1(t)X1(γ(t))+u2(t)X2(γ(t)), (управляемая система)

γ(0) = q0, γ(T ) = q1, (граничные условия)

l(q) =

 T

0


u21(t) + u22(t) d t→ min, (критерий качества)

(21)

где q0, q1 ∈ G2 заданы; X1 = ∂x1
−x2∂y и X2 = ∂x2

+x1∂y — левоинвари-
антные векторные поля на G2; управления u1, u2 — вещественнозначные
функции из класса L∞(0, T ).

В силу неравенства Коши-Буняковского, минимизация функционала
СР длины l равносильна минимизации функционала действия

J(q) =

 T

0

1

2


u21(t) + u22(t)


d t→ min .(22)

Переход от l к гладкому функционалу J является стандартным приемом
в исследовании субримановых задач, см. [29]. При таком переходе
вычисления становятся проще. Далее мы всегда будем рассматривать
задачу J(q) → min.

Замечание 3. Компонента y(T ) является удвоенной площадью
плоской фигуры, ограниченной замкнутым контуром

(γ = {(x(t), y(t)) | t ∈ [0, T ]}) ∪

AB = {τ(x(T ), y(T )) | τ ∈ [0, 1]}


.
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Такой выбор y обусловлен тем, что векторные поля X1 и X2 имеют
наиболее простой вид (не содержат множителя 1

2 перед ∂y).

Применение ПМП, см. Раздел 2, дает следующую гамильтонову
систему для экстремальных траекторий:

ẋ1 = h1,

ẋ2 = h2,

ẏ = x1h2 − x2h1.
(горизонтальная часть)


ḣ1 = h2h3,

ḣ2 = −h1h3,
ḣ3 = 0.

(вертикальная часть)

(23)

Легко проверить, что при h3 = 0 решением являются отрезки
прямых линий (x1(t), x2(t), y(t)) = (h1(0)t, h2(0)t, 0). При h3 6= 0,
используя натуральную параметризацию t = l(γ(t)) ⇔ h21 + h22 = 1,

h1 = cosα, h2 = sinα, α ∈ R/2πZ

для экстремальных траекторий, получаем следующее решение:
x1(t) =

1
h3

(sin(α)− sin (α− h3t)) ,

x2(t) =
1
h3

(cos (α− h3t)− cos(α)) ,

y(t) = 1
h2
3
(sin (h3t)− h3t) .


h1(t) = cos (α− th3) ,

h2(t) = sin (α− th3) ,

h3 = h3(0).

(24)

Заметим, что в общем случае (x1(t), x2(t) является дугой окружности,
проходящей через начало координат, с центром в точке ( sin(α)h3

,− cos(α)
h3

) и
радиусом 1

h3
, а y(t) выражается хорошо известной формулой удвоенной

площади кругового сегмента.
На рис. 2 изображен волновой фронт — множество конечных

точек всех геодезических заданной длины. Внешняя часть волнового
фронта до точек самопересечения (точек разреза) образует СР сферу —
множество конечных точек оптимальных геодезических. Заметим, что
в точках самопересечения волновой фронт не является гладким, и СР
сфера является поверхностью вращения, напоминающей по форме
яблоко. Несложно проверить, что множество разреза совпадает с
первой каустикой и является осью Oy с выколотой точкой — началом
координат. Геодезические в случае h3 = 0 (прямые на плоскости Ox1x2)
оптимальны до бесконечности. Геодезические в общем случае h3 6= 0
(витки спиралей) теряют оптимальность после первого полного витка.
Таким образом, время разреза наступает, когда геодезическая приходит
на ось Oy. Используя (24), находим

tcut = min{t > 0 |x1(t) = x2(t) = 0} =
2π

|h3|
.
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Рисунок 2. Волновой фронт и геодезические в задаче (2,3)

Теперь покажем, как за счет вращательной симметрии SO(2)
можно свести задачу (2,3) к почти римановой задаче на плоскости
Грушина, и тем самым понизить размерность с трех до двух. Для
наглядности повторим Утверждение 2 в случае G2 и убедимся, что
система (23) действительно сохраняется при вращении в плоскости
Ox1x2.

Обозначим Rφ =


cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1


∈ SO(2),

q̃ = (x̃1, x̃2, ỹ)
T
= Rφ(x1, x2, y)

T , h̃ =

h̃1, h̃2, h̃3

T
= Rφ(h1, h2, h3)

T .

Дифференцируя q̃(t) и h̃(t) в силу системы (23), находим
˙̃x1 = h̃1,
˙̃x2 = h̃2,
˙̃y = x̃1h̃2 − x̃2h̃1.


˙̃
h1 = h̃2h̃3,
˙̃
h2 = −h̃1h̃3,
˙̃
h3 = 0.

Таким образом, гамильтонова система не меняется при переходе
к новым координатам q̃, h̃, следовательно вращение Rφ является
симметрией системы (23).

Теперь, чтобы понизить размерность, выберем представителя
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на каждой орбите вращательной симметрии. Для простоты будем
выбирать такого представителя из плоскости Ox1y, то есть для которого
x2 = 0. Из условия Rφ (x1, x2, y)

T
= (x̃1, 0, ỹ)

T найдем соответствующее
значение угла вращения φ:

cosφ =
x1
r
, sinφ = −x2

r
, где r = ±


x21 + x22.

Обозначим полученное отображение через F : R3 → R2:

F :


x̃1
ỹ


=


x1/r x2/r 0
0 0 1

 x1
x2
y


⇔ F :


x̃1 = r,

ỹ = y
,

и подействуем F на векторные поля X1, X2:

F∗X1 =


x1/r x2/r 0
0 0 1

 1
0

−x2


=


x1/r
−x2


,

F∗X2 =


x1/r x2/r 0
0 0 1

 0
1
x1


=


x2/r
x1


.

Выбирая представителями на орбите вращения векторные поля в
плоскости Ox1y (то есть x2 = 0 и следовательно x1 = r), получаем
следующие векторные поля редуцированной системы:

Y1 := F∗X1|x2=0 = (1, 0)T , Y2 := F∗X2|x2=0 = (0, r)T .

Таким образом, (21) сводится к задаче на плоскости (r, y)
ṙ(t) = u1(t), r(0) = 0, r(T ) = r1,

ẏ(t) = u2(t)r(t), y(0) = 0, y(T ) = y1, T

0

1

2


u21(t) + u22(t)


d t→ min .

(25)

Задача (25) является классическим примером почти римановой за-
дачи [4]. Плоскость R2, снабженная метрикой d l2 = d r2 + 1

r2 d y
2,

порождаемой полями Y1, Y2, называется плоскостью Грушина. Зада-
ча (25) называется почти римановой задачей на плоскости Грушина в
честь В.В. Грушина, первым исследовавшим аналитические свойства
оператора L = Y 2

1 + Y 2
2 = ∂2r + r2∂2y [35]. Термин “почти риманова”

используется в случаях, когда риманова метрика является вырожденной
в некоторых точках. На плоскости Грушина вырождение происходит на
прямой r = 0.
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Рисунок 3. Геодезические, волновой фронт и сфера на
плоскости Грушина

Применение ПМП [31] к задаче (25) в канонических координатах
(r, y, p1, p2) ∈ T ∗R2 (называемых также координатами Дарбу) дает
следующую гамильтонову систему, определяющую почти римановы
геодезические на плоскости Грушина:

ṙ = p1,

ẏ = p2r
2,

(горизонтальная часть)


ṗ1 = −p22r,
ṗ2 = 0,

(вертикальная часть)
(26)

с гамильтонианом H(r, y, p1, p2) =
1
2


p22r

2 + p21

.

Нормальные геодезические, параметризованные длиной дуги,
являются проекциями на плоскость (r, y) решений системы (26),
лежащих на поверхности уровня H = 1

2 . В силу начального условия
r(0) = y(0) = 0 существуют два семейства таких траекторий, заданных
начальными значениями p1(0) = ±1, p2(0) = p02 ∈ R

r(t) = ±t, y(t) = 0, при p02 = 0,

r(t) = ± sin(p0
2t)

p0
2

, y(t) =
2p0

2t−sin(2p0
2t)

4(p0
2)

2 , при p02 6= 0.
(27)

Почти римановы геодезические на плоскости Грушина получаются
из СР геодезических на группе Гейзенберга G2 редукцией по враща-
тельной симметрии. Геодезические и волновой фронт в задаче (25)
изображены на рисунке 3. Множеством разреза является прямая r = 0
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с выколотой точкой — началом координат. Время разреза равно

tcut =
π

|p02|
.

Таким образом, мы показали как задача (21) сводится к задаче (25)
меньшей размерности. Далее покажем, как можно еще уменьшить
размерность за счет симметрии растяжения.

Несложно проверить, что система (21), а значит и (25), см. Утвер-
ждение 3, обладает симметрией — неоднородным растяжением

Dk : (r, y, p1, p2) → (kr, k2y, kp1, p2), k > 0.

В отличие от вращательной симметрии, Dk не сохраняет парамет-
ризацию геодезических — скорость движения вдоль геодезических
изменяется в k раз

Dk(H) =
1

2


p22k

2r2 + k2p21

= k2H.

Этот факт означает, что полное исследование задачи не может
быть сведено к одномерному случаю, как это было сделано при
использовании вращательной симметрии Rφ. Однако все же некоторые
важные характеристики для исходной задачи могут быть получены. В
частности, наличие симметрии растяжения означает, что сферы разных
радиусов имеют одинаковую форму и переходят друг в друга под
действием Dk, а значит множество разреза является объединением
орбит всех точек разреза на сфере фиксированного радиуса.

Заметим, что действие Dk оставляет инвариантными подпростран-
ства y > 0, y < 0 и y = 0, следовательно, чтобы выполнить редукцию
задачи (21), требуется выбрать по одному представителю из каждого
инвариантного подмножества. Прямая y = 0 не представляет интереса,
поскольку геодезические являются прямыми линиями, оптимальными
до бесконечности. Случай y < 0 симметричен случаю y > 0, они
переходят друг в друга при смене знака p02. Таким образом, достаточно
провести редукцию для полуплоскости y > 0.

Покажем как можно построить множество разреза в полуплоскости
y > 0. Как было сказано выше, можно без ограничения общности
зафиксировать радиус сферы T . Выберем в качестве представителя
прямую y = 1. Конечные точки геодезических {(r(T ), y(T ))|y(T ) > 0}
проецируются с помощью Dk на прямую y = 1 при выборе k = 1√

y(T )
.

При этом r(T ) переходит в r(T )√
y(T )

=: z(T ). Положим T = 1, тогда из
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Рисунок 4. Проекция волнового фронта на прямую y = 1

явных формул для геодезических (27) получаем

z = ± 4p02 sin(p
0
2)

sin(2p02)− 2p02
.

Точка разреза характерна тем, что в ней оканчиваются несколько
различных геодезических одинаковой длины. Известно, что tcut = ∞
при p02 = 0. В силу непрерывности субриманова расстояния заключаем,
что в достаточно малой окрестности p02 ∈ (0, ε) геодезические единичной
длины оптимальны, а значит они не имеют точек разреза, и отображение
p02 → z инъективно. Точка разреза наступает при наименьшем p02, когда
свойство инъективности теряется. Нетрудно увидеть, что такой момент
наступает при p02 = π, и точкой разреза является z = 0, см. рисунок 4.

3.2. Случай (3,6)

Случай (3,6) был впервые исследован в работе [22]. В частности,
используя инвариантность системы относительно группы вращений
SO(3), автору удалось построить каустику (множество точек, через
которые проходит огибающая для семейства геодезических) и доказать,
что множество разреза совпадает с каустикой. Таким образом, точка
разреза на любой геодезической в этой задаче является первой
сопряженной точкой. В данном параграфе собраны основные результаты
по этой задаче.
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Обозначим q = (x, y) ∈ G3 = R3×so(3). Требуется найти липшицеву
кривую γ : [0, T ] → G3, такую что

γ̇(t) = u1(t)X1(γ(t)) + u2(t)X2(γ(t)) + u3(t)X3(γ(t)),

γ(0) = (0, 0), q(T ) = q1 = (x1, y1),

l(γ) =

 T

0

1

2


u21(t) + u22(t) + u23(t)


d t→ min,

(28)

где q1 ∈ G3 задано; управления ui — вещественнозначные функции из
класса L∞(0, T ); Xi — базисные левоинвариантные векторные поля на
G3. В координатах (x1, x2, x3, y1, y2, y3) на G3:

X1 = ∂x1 + x3∂y2 − x2∂y3 ,

X2 = ∂x2
− x3∂y1

+ x1∂y3
,

X3 = ∂x3 + x2∂y1 − x1∂y2 .

Замечание 4. Координаты yi получаются из разложения мат-
рицы y по базисным элементам алгебры Ли so(3):

so(3) 3 y = y1


0 0 0
0 0 1
0 −1 0


+y2


0 0 −1
0 0 0
1 0 0


+y3


0 1 0
−1 0 0
0 0 0


.

Применение ПМП, см. Раздел 2, дает следующую гамильтонову
систему для экстремальных траекторий:

ẋ1 = h1,

ẋ2 = h2,

ẋ3 = h3,

ẏ1 = x2h3 − x3h2,

ẏ2 = x3h1 − x1h3,

ẏ3 = x1h2 − x2h1,
(горизонтальная часть)



ḣ1 = h2h4 + h3h5,

ḣ2 = −h1h4 + h3h6,

ḣ3 = −h1h5 − h2h6,

ḣ4 = 0,

ḣ5 = 0,

ḣ6 = 0.
(вертикальная часть)

(29)

Используя симметрию относительно SO(3), см. Утверждение 2,
вертикальная часть гамильтоновой системы (29) приводится к виду

ḣ1 = −λh2,
ḣ2 = λh1,

ḣ3 = 0,

(30)

где λ =

h24 + h25 + h26 — собственное значение матрицы ρ ∈ so(3).
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Используя параметризацию t = l(γ(t)) ⇔ h21 + h22 + h23 = 1,

h1 = a cosα, h2 = a sinα, h3 =

1− a2, a ∈ [0, 1], α ∈ R/2πZ,

получаем следующее решение:
x1(t) =

a
λ (sin(α+ λt)− sin(α)),

x2(t) =
a
λ (cos(α)− cos(α+ λt)),

x3(t) = t
√
1− a2,


h1(t) = a cos(α+ λt),

h2(t) = a sin(α+ λt),

h3(t) =
√
1− a2,

y1(t) =
a
√
1−a2

λ2 (2(sin(α)− sin(α+ λt)) + λt(cos(α) + cos(α+ λt))),

y2(t) =
a
√
1−a2

λ2 (2(cos(α+ λt)− cos(α)) + λt(sin(α) + sin(α+ λt))),

y3(t) =
a2

λ2 (λt− sin(λt)).

Уравнения для переменных xi и yi системы (31) задают экспонен-
циальное отображение, переводящее начальный ковектор и момент
времени в конечную точку геодезической Exp : (a, α, λ, t) → (x(t), y(t)).
Факторизуя образ экспоненциального отображения по вращатель-
ной симметрии, см. Утверждение 2, получим трехмерное простран-
ство R2

≥0 × R инвариантов (x, x), (y, y), (x, y) (более точно, область
(x, y)2 ≤ x2y2), где (·, ·) обозначает стандартное скалярное произведение
в R3. При этом прообраз экспоненциального отображения факторизуется
по вращениям в плоскости (h1, h2). После такой факторизации записы-
ваем экспоненциальное отображение exp : (a, λ, t) → ((x, x), (x, y), (y, y))
на фактор-пространствах

(x, x) = 1
λ2


2a2 −


a2 − 1


λ2t2 − 2a2 cos(λt)


,

(x, y) = a2
√
1−a2

λ3


λ2t2 + λt sin(λt) + 4 cos(λt)− 4


,

(y, y) = a2

2λ4


4

3a2 − 4


λt sin(λt)− 4


a2 − 1

 
λ2t2 − 4


cos(λt)


+

a2

2λ4


a2(− cos(2λt))− 15a2 + 16− 2


a2 − 2


λ2t2


.

В работе [22] показано, что множество разреза совпадает с
каустикой, состоящей из точек первого вырождения exp. Несложно
показать, что каустика состоит из нетривиальных неподвижных точек
вращательной симметрии x = Rx 6= 0, y = RyRT 6= 0, T ∈ SO(3). Такие
точки образуют множество

P3 = {(x, y) ∈ R3 × R3 | y 6= 0,∃s ∈ R : x = sy}.(31)

Заметим, что для исследования множества разреза достаточно
найти точки разреза на волновом фронте при фиксированном t.
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Рисунок 5. Волновой фронт и множество разреза в задаче (3,6)

Множество разреза при произвольном t > 0 состоит из орбит таких
точек при действии симметрии растяжения x → kx, y → k2y, k > 0,
см. Утверждение 3. На рисунке 5 приведено совместное изображен
волнового фронта при t = 1, каустики и множества разреза.

3.3. Случай (4,10)

Обозначим q = (x, y) ∈ G4 = R4×so(4). Требуется найти липшицеву
кривую γ : [0, T ] → G4, такую что

γ̇(t) = u1(t)X1(γ(t)) + u2(t)X2(γ(t)) + u3(t)X3(γ(t)),

γ(0) = (0, 0), q(T ) = q1 = (x1, y1),

l(γ) =

 T

0

1

2


u21(t) + u22(t) + u23(t) + u24(t)


d t→ min,

(32)

где q1 ∈ G4 задано; управления ui — вещественнозначные функции из
класса L∞(0, T ); Xi — базисные левоинвариантные векторные поля на
G4. В координатах (x1, . . . , x4, y1, . . . , y6) на G4:

X1 = ∂x1
− x2∂y1

− x3∂y2
− x4∂y3

,

X2 = ∂x2 + x1∂y1 − x3∂y4 − x4∂y5 ,

X3 = ∂x3 + x1∂y2 + x2∂y4 − x4∂y6 ,

X4 = ∂x4
+ x1∂y3

+ x2∂y5
+ x3∂y6

.

Применение ПМП, см. Раздел 2, дает следующую гамильтонову
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систему для экстремальных траекторий:

ẋ1 = h1,

ẋ2 = h2,

ẋ3 = h3,

ẋ4 = h4,

ẏ1 = x1h3 − x3h1,

ẏ2 = x4h1 − x1h4,

ẏ3 = x1h2 − x2h1,

ẏ4 = x4h2 − x2h4,

ẏ5 = x3h2 − x2h3,

ẏ6 = x3h4 − x4h3,
(горизонтальная часть)



ḣ1 = h2h7 + h3h5 − h4h6,

ḣ2 = −h1h7 − h3h9 − h4h8,

ḣ3 = −h1h5 + h2h9 − h4h10,

ḣ4 = h1h6 + h2h8 − h3h10,

ḣ5 = 0,

ḣ6 = 0,

ḣ7 = 0,

ḣ8 = 0,

ḣ9 = 0,

ḣ10 = 0.
(вертикальная часть)

(33)

Замечание 5. Координаты yi получаются из разложения мат-
рицы y по базисным элементам алгебры Ли so(4):

so(4) 3 y =

 0 y3 y1 −y2
−y3 0 −y5 −y4
−y1 y5 0 y6
y2 y4 −y6 0

 .

Используя симметрию относительно группы SO(4), см. Лемму 1,
вертикальная часть гамильтоновой системы (33) приводится к виду

ḣ1 = −λ1h2,
ḣ2 = λ1h1,

ḣ3 = −λ2h4,
ḣ4 = λ2h3.

(34)

Здесь λ1 =
√
T −D ≥ 0, λ2 =

√
T +D ≥ 0 — модули собственных

значений матрицы ρ ∈ so(4), где T = − 1
4 Tr


ρ2

, D =


1
2 det (ρ) + T 2.

Напомним, что при переходе от (33) к (34) было использовано
преобразование ρ → RρRT , R ∈ SO(4): 0 h7 h5 −h6

−h7 0 −h9 −h8
−h5 h9 0 h10
h6 h8 −h10 0

 →

 0 −λ1 0 0
λ1 0 0 0
0 0 0 −λ2
0 0 λ2 0

 .(35)
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Используем параметризацию t = l(γ(t)) ⇔ h21 + h22 + h23 + h24 = 1,
h1 = a cosα1,

h2 = a sinα1,


h3 =

√
1− a2 cosα2,

h4 =
√
1− a2 sinα2,

a ∈ [0, 1],
αi ∈ R/2πZ.

Замечание 6. Случай λ1λ2 = 0 рассматривается отдельно.
(1) При ‖λ‖2 = λ21 + λ22 = 0 решение x(t) является прямой линией в

пространство R4. Такие решения оптимальны до бесконечности и
не вносят вклада в множество разреза, см. Утверждение 4.

(2) Пусть ‖λ‖ > 0, λ1λ2 = 0. Без ограничения общности положим
λ1 > 0, λ2 = 0. Тогда решение xi(t), hi(t) имеет вид
h1(t) = a cos(α1 + λ1t),
h2(t) = a sin(α1 + λ1t),
h3(t) =

√
1− a2 cos(α2),

h4(t) =
√
1− a2 sin(α2),


x1(t) =

a
λ1
(sin(α1 + λ1t)− sin(α1)),

x2(t) =
a
λ1
(cos(α1)− cos(α1 + λ1t)),

x3(t) =
√
1− a2 cos(α2)t,

x4(t) =
√
1− a2 sin(α2)t.

Несложно показать, что в этом случае геодезические теряют
оптимальность в момент, когда точка (x1(t), x2(t)) пробегает
полную окружность. Заключаем, что tcut = 2π

λ1
и множество

разреза Cut0 удовлетворяет Гипотезе 1.

При λ1λ2 6= 0 получаем следующее решение для xi(t) и hi(t):
h1(t) = a cos(α1 + λ1t),

h2(t) = a sin(α1 + λ1t),

h3(t) =
√
1− a2 cos(α2 + λ2t),

h4(t) =
√
1− a2 sin(α2 + λ2t),

x1(t) =
a
λ1
(sin(α1 + λ1t)− sin(α1)),

x2(t) =
a
λ1
(cos(α1)− cos(α1 + λ1t)),

x3(t) =
√
1−a2

λ2
(sin(α2 + λ2t)− sin(α2)),

x4(t) =
√
1−a2

λ2
(cos(α2)− cos(α2 + λ2t)),

(36)

Напомним, что в силу (18), для исследования множества разреза
достаточно найти точки разреза на волновом фронте W1

0(G4) единичного
радиуса t = 1. Такие точки удовлетворяют условию: существует две
различные геодезические (x1(t), y1(t)) 6≡ (x2(t), y2(t)), приходящие за
единичное время в одну точку (x1(1), y1(1)) = (x2(1), y2(1)):

∃(α1
1, α

1
2, λ

1
1, λ

1
2) 6= (α2

1, α
2
2, λ

2
1, λ

2
2) :

Exp1(α
1
1, α

1
2, λ

1
1, λ

1
2) = Exp1(α

2
1, α

2
2, λ

2
1, λ

2
2).
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Обозначим µi :=
λi
2
, sinψ := a, cosψ :=


1− a2, ψ ∈ [0,

π

2
],

и приведем систему (36) к следующему виду:
x1(1) =

sinµ1

µ1
sinψ cos(α1 + µ1),

x2(1) =
sinµ1

µ1
sinψ sin(α1 + µ1),

x3(1) =
sinµ2

µ2
cosψ cos(α2 + µ2),

x4(1) =
sinµ2

µ2
cosψ sin(α2 + µ2),


h1(1) = sinψ cos(α1 + 2µ1),

h2(1) = sinψ sin(α1 + 2µ1),

h3(1) = cosψ cos(α2 + 2µ2),

h4(1) = cosψ sin(α2 + 2µ2).

Заметим, что углы (ψ, α1 + 2µ1, α2 + 2µ2) являются координатами
Хопфа [36] на трехмерной сфере S3 3 h. При этом угол β1 := α1 + 2µ1

задает вращение в плоскости (h1, h2), а угол β2 := α2 + 2µ2 задает
вращение в плоскости (h3, h4). Эти вращения Rh = R(h1,h2), R(h3,h4)

являются частью симметрии R̂ ∈ SO(4), см. Утверждение 2, инвариант-
ной относительно вращений вокруг собственных векторов λ матрицы
ρ ∈ so(4). При этом Rρ = R−1

h R̂ — оставшаяся часть симметрии R̂,
использованная для приведения матрицы ρ к виду (35), задается двумя
углами, которые вместе с углами β1 и β2 параметризуют всю группу
SO(4).

Условие (17) означает, что потенциальными кандидатами на точки
разреза являются неподвижные точки вращательной симметрии

Exp1(h0, λ0) = Exp1(ĥ0, λ0), ĥ0 = Rhh0.

Заметим, что Rh оставляет точку (x(1), y(1)) неподвижной тогда и
только тогда, когда одно из следующих условий выполнено:
◦ вращение Rx вокруг собственных векторов zi матрицы y(1) со-

ответствует повороту на угол φi, кратный периоду φi = 2kiπ,
ki ∈ Z.

◦◦ точка (x(1), y(1)) является неподвижной точкой вращательной
симметрии Rx(φ) = R(x1,x2)(φ1)R(x3,x4)(φ1):

∀φ = (φ1, φ2) ∈ (R/2πZ)× (R/2πZ) :

x(1) = Rx(φ)x(1),
y(1) = Rx(φ)y(1)R

T
x (φ),

(37)

где R(xi,xj)(φk) обозначает поворот в плоскости (xi, xj) на угол φk.
Рассмотрим случай ◦.

Условие φi = 2kπ для системы (3.3) означает

∃k1, k2 ∈ Z : (α1 + µ1 = 2k1π) && (α2 + µ2 = 2k2π) .(38)
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Это условие задает точку разреза только тогда, когда вращение Rh не
является тривиальным. Таким образом приходим к условию

(или)


(α1 + µ1)/2πZ 6= (α1 + 2µ1)/2πZ,
(α2 + µ2)/2πZ 6= (α2 + 2µ2)/2πZ

В силу (38) это означает

µ1 = 2πk или µ2 = 2πk, k ∈ Z.

Осталось лишь заметить, что в силу (20) значение k ∈ Z, определяющее
точку разреза, должно быть положительным и минимальным.

Рассмотрим случай ◦◦.
Несложно показать, что условие (37) выполнено тогда и только тогда,
когда собственные вектора z1, z2 матрицы y ортогональны плоскостям
(x1, x2) и (x3, x4), то есть, в силу Леммы 1, имеющей вид

y(1) =

 0 y3(1) 0 0
−y3(1) 0 0 0

0 0 0 y6(1)
0 0 −y6(1) 0

 .

Далее заметим, что x1, x2, y3 и x3, x4, y6 связаны
ẋ1 = h1,

ẋ2 = h2,

ẏ3 = x1h2 − x2h1,


ḣ1 = −h2λ1,
ḣ2 = h1λ1,

λ̇1 = 0,
ẋ3 = h3,

ẋ4 = h4,

ẏ6 = x3h4 − x4h3,


ḣ3 = −h4λ2,
ḣ4 = h3λ2,

λ̇2 = 0,

уравнениями одинакового вида, аналогичным системе (23).
Таким образом, значение y3(t) является удвоенной площадью

сегмента окружности (x1(τ), x2(τ)), τ ∈ [0, t]. Аналогично для y6 и
(x3, x4):

y3(t) =
sin2(ψ)

λ21
(λ1t− sin(λ1t)), y6(t) =

cos2(ψ)

λ22
(λ2t− sin(λ2t)).

Отличие от системы (23) заключается в том, что движение вдоль
окружностей происходит с различной скоростью

ẋ21 + ẋ22 ≡ a2 = sin2(ψ) = const, ẋ23 + ẋ24 ≡ 1− a2 = cos2(ψ) = const.
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Необходимое условие того, что (x(1), y(1)) является точкой разреза
на волновом фронте единичного радиуса, имеет вид

sinψ sinµ1

µ1
cos(α1 + µ1) = sin ψ̂ sin µ̂1

µ̂1
cos(α̂1 + µ̂1),

sinψ sinµ1

µ1
sin(α1 + µ1) = sin ψ̂ sin µ̂1

µ̂1
sin(α̂1 + µ̂1),

sin2(ψ) 2µ1−sin(2µ1)
2µ2

1
= sin2(ψ̂) 2µ̂1−sin(2µ̂1)

2µ̂2
1

,

sinψ sinµ2

µ2
cos(α2 + µ2) = sin ψ̂ sin µ̂2

µ̂2
cos(α̂2 + µ̂2),

sinψ sinµ2

µ2
sin(α2 + µ2) = sin ψ̂ sin µ̂2

µ̂2
sin(α̂2 + µ̂2),

sin2(ψ) 2µ2−sin(2µ2)
2µ2

2
= sin2(ψ̂) 2µ̂2−sin(2µ̂2)

2µ̂2
2

,

(ψ, α1, µ1, α2, µ2) 6= (ψ̂, α̂1, µ̂1, α̂2, µ̂2),

ψ, ψ̂ ∈ [0, π2 ], µi, µ̂i ∈ R+, αi, α̂i ∈ R/2πZ.

(39)

Заметим, что (39) выполняется либо когда выполнено (38), то есть
вкладывается в случай ◦, либо когда (ψ = 0)||(ψ = π

2 ).
В заключении этого раздела заметим, что если окружность

сделала полный оборот в плоскости (x1, x2), то вращение R(x1,x2) этой
плоскости, оставляет конечную точку (x1(1), x2(1), y(1)) = (0, 0, y(1))
неподвижной. В силу того что R(x1,x2) не влияет на плоскость (x3, x4),
все точки q1 = (x(1), y(1)) соединены с O однопараметрическим
семейством геодезических γ(t) = (x(t), y(t)) = Exp(ψ, α1, α2, µ1, µ2, t).
Следовательно q1 является точкой Максвелла. Получаем верхнюю
оценку на время разреза tcut(γ) ≤ 1. В случае равенства tcut(γ) = 1
имеем q1 ∈ Cut0(G4). Чтобы показать, что tcut(γ) = 1 остается
убедиться, что не существует другой более короткой геодезической,
соединяющей точку q1 с началом координат O, то есть действительно
выполнено d(Exp1(ψ, α1, α2, µ1, µ2),O) = 1.

Такие точки могут появиться если существуют симметрии га-
мильтоновой системы, отличные от рассмотренных вращательной
симметрии и симметрии растяжения. Результаты численного мо-
делирования показывают, что такой симметрии не существует и
экспоненциальное отображение Exp(ξ0, t) действительно является
инъективным до момента, когда конечная точка соответствующей геоде-
зической γ(t) = Exp(ξ0, t) является неподвижной точкой вращательной
симметрии R̂ ∈ SO(4). Это подтверждает Гипотезу 1 в случае n = 4.

4. Заключение

В статье рассмотрена задача о субримановых кратчайших на
двухступенных свободных нильпотентных группах Ли Gn. Эта задача
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является модельной в субримановой геометрии и, в некотором смысле,
простейшей из нерешенных на сегодняшний день. Несмотря на обильную
группу симметрий, множество разреза известно лишь в случаях малой
размерности n = 2, 3. В общем случае Gn сформулирована гипотеза о
структуре множества разреза.

В статье произведен обзор ключевых понятий субримановой
геометрии, проиллюстрированных в случае Gn. В общем случае 2 ≤
n ∈ N выписаны уравнения геодезических, исследованы непрерывные
симметрии гамильтоновой системы ПМП и предложен метод редукции
гамильтоновой системы по симметриям. Приведена идея доказательства
гипотезы Rizzi–Serres о множестве разреза для общего случая. Случаи
малой размерности n = 2, 3, 4 были детально изучены. Приведены
изображения волновых фронтов, наглядно показывающие расположение
точек разреза в размерностях n = 2, 3.

Подводя итог, скажем, что редукция системы по непрерывным
симметриям является мощным методом, дающим возможность су-
щественно понизить размерность задачи. Изображения волновых
фронтов снабжают геометрической интуицией о множестве разреза,
подтверждающей гипотезу Rizzi–Serres. В дальнейшем планируется
продолжить детальное исследование случая G4 и привести явное
выражение для множества разреза. Далее планируется произвести
полное формальное доказательство гипотезы Rizzi–Serres.
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[17] C. G. J. Jacobi, A. Wangerin. “Über die curve, welche alle von einem punkte
ausgehenden geodätischen linien eines rotationsellipsoides berührt [The
envelope of geodesic lines emanating from a single point on an ellipsoid]”,
Werke. V. VII, 1891, pp. 72–87. ↑321

https://doi.org/10.4213/rm9783
https://doi.org/10.4213/sm7762
https://doi.org/10.1007/s10883-016-9329-4
http://psta.psiras.ru/read/psta2012_1_3-29.pdf
https://doi.org/10.1007/s10851-005-3630-2
https://isbnsearch.org/search?s=978-3-319-70742-6
https://doi.org/10.1007/978-3-319-70742-6_4
https://doi.org/10.1017/S100489790000115X
https://doi.org/10.1137/15M1018460
https://doi.org/10.1007/s10851-017-0705-9
https://isbnsearch.org/search?s=978-3-319-68445-1
https://doi.org/10.1007/978-3-319-68445-1_89
https://arxiv.org/abs/1704.04192v1
https://arxiv.org/abs/1704.04192v1
https://isbnsearch.org/search?s=978-5-9710-4156-6


356 А. П. Маштаков

[18] В.И. Арнольд. Математические методы классической механики,
Наука, М., 1974. ↑321

[19] El-H. Ch. El-Alaoui, J. -P. Gauthier, I. Kupka. “Small sub-Riemannian balls
on R3”, Journal of Dynamical and Control Systems, 2:3 (1996), pp. 359–421.
[DOI]↑322

[20] A.A. Agrachev. “Methods of control theory in nonholonomic geometry”,
ICM-94, 1995, pp. 1473–1483. ↑322

[21] А. М. Вершик, В. Я. Гершкович. «Неголономные динамические системы.
Геометрия распределений и вариационные задачи», Динамические
системы – 7, Итоги науки и техн. Сер. Соврем. пробл. мат. Фундам.
направления, т. 16, ВИНИТИ, М., 1987, с. 5–85. [MathNet]↑322,330

[22] O. Myasnichenko. “Nilpotent (3, 6) sub-Riemannian problem”, Journal of
Dynamical and Control Systems, 8:4 (2002), pp. 573–597. [DOI]↑322,330,345,347

[23] U. Boscain, F. Rossi. “Invariant Carnot–Caratheodory metrics on S3, SO(3),
SL(2) and lens spaces”, SIAM J. Control Optim., 47 (2008), pp. 1851–1878.
[DOI]↑322

[24] Yu. L. Sachkov. “Cut locus and optimal synthesis in the sub-Riemannian
problem on the group of motions of a plane”, ESAIM: COCV, 17:2 (2011),
pp. 293–321. [DOI]↑322

[25] Y. A. Butt, A. I. Bhatti, Yu. L. Sachkov. “Cut locus and optimal synthesis in
sub-Riemannian problem on the Lie group SH(2)”, Journal of Dynamical
and Control Systems, 23:1 (2017), pp. 155–195. [DOI]↑322

[26] А.А. Ардентов, Ю.Л. Сачков. «Множество разреза в субримановой
задаче на группе Энгеля», Докл. РАН, 478:6 (2018), с. 623–626. [DOI]↑322

[27] D. Barilari, U. Boscain, J. P. Gauthier. “On 2-step, corank 2 nilpotent
sub-Riemannian metrics”, SIAM J. Control Optim., 50:1 (2011), pp. 559–582.
[DOI]↑322

[28] L. Rizzi, U. Serres. On the cut locus of free, step two Carnot groups, 2017,
13 pp. [URL]↑322,330,334

[29] А.А. Аграчев, Ю.Л. Сачков. Геометрическая теория управления,
Физматлит, М., 2005, 391 с. ISBN : 5-9221-0532-9 ↑323,325,326,330,339

[30] A. Agrachev, D. Barilari, U. Boscain. “Introduction to geodesics in
sub-Riemannian geometry”, Geometry, Analysis and Dynamics on Sub-
Riemannian Manifolds. V. II, EMS Series of Lectures in Mathematics, 2017
(to appear), 525 pp. [URL]↑323

[31] Л. С. Понтрягин, В. Г. Болтянский, Р. В. Гамкрелидзе, Е. Ф. Мищенко.
Математическая теория оптимальных процессов, Гос. изд-во физ.-мат.
лит., М., 1961. ↑325,343
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Alexey Mashtakov. On the step-2 nilpotent (n, n(n + 1)/2) sub-Riemannian
structures.

Abstract. We consider the Sub-Riemannian (SR) problem on the step-2 free
nilpotent Lie groups Gn. This problem is classical in SR geometry and in some
sense the simplest open problem nowadays. Although the problem satisfies to a
wide group of symmetries, the cut locus is known only in the cases of small
dimensions n = 2, 3. In the general case there exists a conjecture by Rizzi–Serres
claiming that the cut locus consists on stable points of the specific symmetry. In
this paper, we derive the geodesic equations via PMP and study the symmetries
of the corresponding Hamiltonian system. Then, using method of reduction over
the symmetries, we propose an idea to prove the conjecture for the general n ≥ 2.
We study the cases n = 2, 3, 4 in details and show pictures (for n = 2, 3) of the
SR wave front with indicated the cut locus on it. (In Russian).
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