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Моделирование действия коротких оптических
импульсов на графен

Аннотация. Особенности взаимодействия высокочастотных импульсных
электрических полей с графеном в настоящее время являются предметом
интенсивных исследований. В работе представлены результаты апроба-
ции программной системы моделирования таких процессов на примере
ультракоротких лазерных импульсов оптического диапазона с различной
поляризацией. Разрабатываемая авторами программная система построена
на базе нового теоретического подхода с использованием квантового ки-
нетического уравнения. Ключевым элементом модели является система
обыкновенных дифференциальных уравнений с нелинейно зависящими от
времени и параметров задачи коэффициентами.

Необходимость анализировать поведение решений этой системы уравне-
ний в области изменения нескольких параметров ведёт к полиномиальной
сложности вычислений. Неизвестность характера параметрической за-
висимости решений требует нескольких итераций выбора покрывающих
сеток. Система моделирования адаптирована для использования на массово
параллельных вычислительных системах.

Ключевые слова и фразы: численное моделирование, высокопроизводительные вычисления,
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Введение

В настоящее время интенсивно исследуются особенности вза-
имодействия оптического излучения с новыми двумерными или
псевдо-двумерными материалами, реализуемыми в виде моноатомных
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или мономолекулярных слоёв на подложках или в свободном состоянии.
Графен является одним из таких перспективных материалов [1].
Благодаря чрезвычайно высокой подвижности носителей заряда [2,3] и
необычным оптоэлектрическим свойствам [4–6] он может найти приме-
нение при разработке новых сверхбыстрых оптоэлектронных устройств
[7–9]. Особенно интересны его нелинейные свойства в инфракрасной
области спектра и оптическом диапазоне, приводящие к генерации
высокочастотных гармоник [10–13]. Данное направление требует
сложных экспериментальных технологий и использования уникального
оборудования. Теоретические модели происходящих при этом процессов
важны как для понимания их физической природы, так и для оценки
достижимых параметров и характеристик.

Даже при простоте и прозрачности физических принципов модели,
процедура предсказания на её основе наблюдаемых величин может
быть вычислительно сложной ресурсоёмкой задачей. Такая проблема
рассматривается в настоящей работе, посвященной демонстрации на
конкретном примере возможностей разрабатываемого программного
комплекса для моделирования поведения носителей заряда в графене
в присутствии внешних электрических полей различной природы
на основе нового кинетического квантово-полевого подхода [14].
Особенности подхода позволяют рассматривать электрические поля с
произвольной зависимостью от времени, в том числе с переменным
направлением действия. Единственным ограничивающим условием
является требование пространственной однородности поля. Для
апробации системы на задаче с реалистическими параметрами выбраны
условия экспериментов, результаты которых представлялись в работах
[15,16].

1. Физическая модель

Базовое кинетическое уравнение (КУ) для описания электрон-
дырочных возбуждений в электрическом поле для D = 2 + 1 модели
графена имеет вид [14]:

ḟ(p1, p2, t) =
1

2
λ (p1, p2, t)

t
t0

dt′λ(p1, p2, t
′) [1− 2f(p1, p2, t

′)] cos θ(t, t′),

(1)
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где

θ(t, t′) =
2

ℏ

t
t′

dt′′ε(p1, p2, t
′′),(2)

а параметр

λ (p1, p2, t) =
ev2F [E1P2 − E2P1]

ε2(p1, p2, t)
(3)

определяется через компоненты двумерного (k = 1, 2) квазиимпульса
Pk = pk − (e/c)Ak(t) и энергию квазичастиц

ε(p⃗, t) = vF
√
P 2 = vF


(P1)2 + (P2)2,(4)

учитывающую специфику закона дисперсии в окрестностях точек
Дирака. В этих определениях: ℏ— приведенная постоянная Планка, e—
элементарный заряд, c— скорость света, vF — скорость Ферми, pk —
компоненты импульса квазичастиц в отсутствии электрического поля,
Ek — напряженность и Ak — векторный потенциал электрического поля.

Для численного исследования поведения решений КУ (1) его
удобно преобразовать в форму системы из трёх обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений [17]

ḟ =
1

2
λu, u̇ = λ (1− 2f)− 2ε

ℏ
v, v̇ =

2ε

ℏ
u,(5)

с соответствующими начальными условиями f(t0) = u(t0) = v(t0) = 0

для физической системы, находящейся в вакуумном состоянии до вклю-
чения поля. Ключевым объектом для описания характеристик системы
является функция распределения f(p1, p2, t). Функции u(p1, p2, t) и
v(p1, p2, t) носят вспомогательный характер и описывают особенности
эволюции поляризационных эффектов и энергии системы.

Для описания электрического поля коротких оптических импульсов
определим его в виде:

E1(t) = E0 cos(ωt) exp(−t2/2τ2)(6)

E2(t) = E0 cos(ωt+ ϕ) exp(−t2/2τ2).

Здесь ω— циклическая частота излучения. Характеристика длительно-
сти импульса τ может определяться через вспомогательный параметр
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σ (обычно интерпретируемый как число волн основной частоты
в импульсе) соотношением τ = σ/ω. Сдвиг фаз ϕ между компонентами
вектора поля определяет его поляризацию. В случае ϕ = 0 поляризация
линейна, ϕ = 0.5π соответствует круговой поляризации.

Значения параметров выбраны в соответствии с условиями экспе-
римента [16]: ω = 2π · 5,0×1014 Hz, что соответствует длине волны
λ = 600 nm (оптический диапазон). Амплитуда электрического поля
E0 = 2,528×104 V/m. Выбранное значение амплитуды поля соответству-
ет максимальной мощности импульса в 50 µW при фокусировке в пятно
диаметром 1,5 µm. Параметр ϕ не фиксирован. Меняя его, можно
моделировать процесс изменения поляризации лазерного импульса.

2. Программная реализация

Реализация процесса моделирования должна обеспечивать полу-
чение полной информации о функции распределения носителей на
момент прекращения действия электрического поля импульса. Строго
говоря это f(p1, p2, t → ∞), а интегрирование необходимо выполнить
для −∞ ≤ t ≤ ∞. Но, поскольку поле (6) очень быстро убирается
экспонентой exp(−t2/2τ2), реальный временной интервал tin < t < tout

для определения эволюции функции распределения через систему (5)
конечен и составляет несколько τ . Его конкретное значение выбирается
по результатам численных экспериментов из условия устойчивости
результатов интегрирования.

Поскольку в реальных экспериментах измеряются интегральные
характеристики функции распределения, необходимо получить до-
статочно подробную информацию о f(p1, p2, t = tout) = fout(p1, p2)

для адекватного воспроизведения значений этих характеристик на
последующих этапах моделирования поведения системы.

В общем случае априори ничего не известно о её поведении в
импульсном пространстве. По условиям задачи рассматривается
только первая зона Бриллюэна, но локализована ли fout(p1, p2) в
какой-то относительно небольшой области этой зоны, распределена
по нескольким компактным областям или относительно равномерно
покрывает всю зону можно узнать только по результатам численных
экспериментов. Из этого следует, что обязательным этапом решения
задачи будет определение диапазона значений аргументов p1 и p2.
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Следующая проблема— выбор шага дискретизации. Если fout(p1, p2)
окажется гладкой, можно ограничиться достаточно разреженной сеткой.
При сложном характере зависимости функции распределения от p1 и
p2 могут потребоваться сетки с очень большим числом узлов. Ниже эти
проблемы будут продемонстрированы на конкретных примерах.

Важными упрощающими обстоятельством в рассматриваемом
случае является отказ от учета обратного влияния генерируемых
носителей на действующее поле и учета диссипативных процессов. Это
позволяет решать систему уравнений (5) для каждой точки импульсного
пространства независимо и работать с узлами сетки в параллельном
режиме. Программно это реализуется с использованием процедур MPI.
Выбор MPI определен необходимостью иметь возможность проводить
моделирование на массово параллельных системах без ограничения
уровня масштабирования.

Для собственно процедуры решения системы ОДУ использована
библиотека GSL [18]. Выбор GSL определен наличием в ней объектов
различного уровня для организации процедуры решения задачи Коши
системы ОДУ и поддержкой разнообразных методов численного
решения такой задачи. Имеются реализации нескольких модификаций
явного и трех модификаций неявного методов Рунге–Кутта, специ-
альные возможности предусмотрены для решения жестких систем.
Эффективность использования различных методов применительно
к рассматриваемой задаче была подробно изучена [19].

3. Результаты численных экспериментов

Первая серия рисунков показывает этапы определения вида функ-
ции распределения остаточных носителей, образовавшихся в результате
действия импульса поля вида (6). Основные его параметры (частота и
амплитуда) были определены в разделе 1. Для двух дополнительных
параметров выбраны значения: ϕ = 0 и σ = 4. Как было отмечено
выше, выбор ϕ = 0 определяет синфазное поведение x и y компонент
поля (6). В этом случае их сумма является линейно поляризованной
волной с плоскостью поляризации на диагонали x = y. Выбор σ = 4
минимизирует длительность действия поля и затраты времени на
выполнение моделирования. Рисунок 1а представляет быстрый обзор
зоны Бриллюэна. Он построен по 169 точкам (сетка 13×13) и даёт
только приближенное представление об области локализации решения.
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Рисунок 1. Три этапа определения вида функции
распределения остаточных носителей
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Рисунок 1б построен с учетом полученной информации об области
локализации функции распределения в импульсном пространстве.
Для него вычисления проводились в 484 точках (сетка 22×22). С
учетом уточнения области локализации разрешение по импульсному
пространству улучшено в 5 раз. Но рисунок даёт только очень грубое
представление о форме распределения и не может гарантировать
правильное воспроизведение интегральных характеристик.

На следующей итерации шаг сетки уменьшен ещё в 5 раз по каждой
из осей. Результат представлен на рисунке 1в. В этом случае система
уравнений (5) решается для 10404 различных наборов параметров
(сетка 102×102), что обеспечивает достаточно высокий потенциал для
распараллеливания. Полученные данные позволяют быть уверенными
в гладкости исследуемого решения и точном воспроизведении его
параметров. Кроме того, они наглядно демонстрируют отражение
пространственной симметрии действующего электрического поля в
импульсном пространстве.

Выбор более реалистичного значения для параметра σ = 16

уже существенно усложняет задачу. Прежде всего пропорционально
увеличивается время действия поля. Но есть и другие факторы,
влияющие на вычислительную сложность задачи.

На рисунке 2а представлены результаты расчётов на сетке, анало-
гичной использовавшейся для рисунка 1в.

Можно сделать вывод, что функция распределения изменяется.
Примерно на порядок увеличивается её максимальное значение, но

при этом «толщина» характерной области локализации существенно
уменьшается. В результате сетка 102×102 уже не обеспечивает точного
воспроизведения её формы. Для решения этой проблемы число узлов
сетки по каждой оси импульсного пространства необходимо увеличить.

На рисунке 2б представлен результат для области 0 ≤ p1 ≤
0,5, −0,5 ≤ p2 ≤ 0 с шагом сетки, уменьшенным в 4 раза. Можно сделать
вывод, что если не предпринимать дополнительных упрощающих
действий, то сложность задачи оказывается примерно пропорциональна
кубу параметра σ. Это может быть существенным фактором, поскольку
в реалистических ситуациях этот параметр имеет достаточно большие
значения.
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Рисунок 2. Построение функции распределения для
импульса поля со значением параметра σ = 16

В рассматриваемой модели есть ещё один свободный параметр
ϕ, манипуляции с которым позволяют варьировать поляризацию
падающего излучения. Поведение модели при изменении степени
поляризации демонстрируют рисунки 3а и 3б .
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Рисунок 3. Влияние фазового сдвига ϕ на форму функции
распределения

Параметры поля (за исключением ϕ) совпадают с использовав-
шимися при построении первой серии рисунков (рисунок 1). Для
построения использовалась сетка значений 102×102. Если на рисунке 1в
представлен результат для ϕ = 0, то на рисунках 3а и 3б показаны
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результаты для значений ϕ = 0,3π и ϕ = 0,5π соответственно.
Эта серия рисунков показывает изменение симметрии решения.

В случае чистой круговой поляризации ϕ = 0, 5π искомая функция
распределения приобретает вращательную симметрию относительно
точки p1 = p2 = 0. Потенциально это открывает возможность для
редуцирования размерности задачи с 2D до 1D с соответствующим
уменьшением её вычислительной сложности. Но в общем случае
при произвольных значениях ϕ присутствует только отражательная
симметрия относительно прямой p1 = p2. При этом само изменение
значения ϕ заметного влияния на время счета не оказывает.

Все представленные выше результаты получены с использованием
при решении системы уравнений (5) явного метода, именуемого
в документации GSL как «embedded Runge–Kutta Prince–Dormand
(8, 9)». Его превосходство было продемонстрировано в работе [19].
Поскольку рассматриваемые варианты реалистических оптических
импульсов (6) при больших значениях параметра σ сильно отличаются
от модели поля, рассматривавшейся в работе [19], было выполнено
контрольное сравнение времени решения задачи в расчёте на один узел
сетки для нескольких методов, показывавших лучшие результаты.
Тесты проводились для значения σ = 256 как в области «гребня»
функции распределения, так и вдали от него в области фоновых
значений, на вычислительных узлах с процессорами Intel R⃝ Xeon R⃝
E5405 с тактовой частотой 2,0GHz. В таблице 1 приведены времена
счёта для точек в области максимальных значений:

Таблица 1. Время решения задачи для одного узла сетки

Метод интегрирования (по документации GSL) Время (ms)

Explicit embedded Runge–Kutta–Fehlberg (4, 5) 304,7

Explicit embedded Runge–Kutta Cash–Karp (4, 5) 194,0

Explicit embedded Runge–Kutta Prince–Dormand (8, 9) 64,3

A variable-coefficient linear multistep Adams method in
Nordsieck form 144,5

Вне этой области времена счёта не превышают приведённых значений.
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Из приведённых данных следует, что «embedded Runge–Kutta Prince–
Dormand (8, 9)» метод по прежнему справляется с задачей более чем
в два раза быстрее ближайшего конкурента.

Заключение

В работе представлены результаты апробации системы моделирова-
ния взаимодействия графена с внешними электрическими полями на
примере реалистической физической задачи. Рассматривался результат
действия на графен короткого оптического импульса. Продемон-
стрирована возможность детально воспроизводить результат такого
воздействия при наличии достаточных вычислительных ресурсов.
Особенностью разрабатываемой системы является новая физическая
модель, построенная на основе квантового кинетического уравнения
[14]. Это позволяет проводить моделирование без ограничений по
характеру зависимости действующего поля от времени (его частотных
параметров, амплитуды и направления).

Авторы выражают благодарность за поддержку и плодотворные
дискуссии С.А. Левенцу, С.А. Смолянскому и С.О. Пирогову.
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