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Реализация высокоточных вычислений в базисе
модулярно-интервальной арифметики

Аннотация. Проблема влияния ошибок округления возникает в большом
количестве задач в различных областях знаний, включая вычислительную
математику, математическую физику, биохимию, квантовую механику,
математическое программирование. Для решения таких задач может потребо-
ваться точность в 100–1000 десятичных цифр. В рамках данного исследования
разработаны новые способы представления числовой информации — модуляр-
но-позиционные интервально-логарифмические системы счисления, а также
методы выполнения арифметических операций для повышения скорости
высокоточных вычислений.
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Введение

Проблема влияния ошибок округления возникает в большом коли-
честве задач в различных областях знаний, включая вычислительную
математику, математическую физику, биохимию, квантовую механику,
математическое программирование. Для решения таких задач как
голоморфная динамика [1], расчет поверхностей [2], теория чисел [3,4],
исследование гравитационных волн [5], численное интегрирование [6,7],
задачи математической физики [8], задачи линейного и целочисленного
программирования [9–13], механика сплошных сред [14], теория
мелкой воды [15], квантовая механика [16], преобразования Лапласа
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[17], задачи волнового рассеяния [18], модели Лоренца [19], задачи
физики черных дыр [20], моделирование конфигурации макромолекул
и метаболизма [21], матричные вычисления [22], может потребоваться
точность до 512–2048 бит и более. Наиболее требовательны к точности
вычислений задачи экспериментальной математики: для вычислений
зачастую требуется точность в несколько тысяч и даже десятков тысяч
десятичных цифр [8].

Особое внимание специалистами обращается сегодня на точность,
безошибочность, стабильность и воспроизводимость результатов
расчетов математических моделей при решении широкого спектра
индустриальных и научных задач [23]. При решении таких задач
требуется выполнение огромного количества арифметических операций
с плавающей точкой, каждая из которых сопровождается погрешностя-
ми округления, что приводит к неконтролируемым ошибкам округления
и, как следствие, неверному результату. Чтобы получить достоверные
результаты при решении ряда задач моделирования и симуляции,
необходимо повысить точность представления операндов до 256–2048
бит и более. В связи с этим все большую актуальность приобретает
арифметика повышенной точности, позволяющая использовать числа
произвольной, многократно превышающей размер машинного слова,
точности.

Для решения задач в сверхбольших числовых диапазонах сегодня
применяются как программные пакеты высокоточной позиционной
арифметики, так и специализированные аппаратные средства. Библио-
теки длинной арифметики позволяют работать с числами теоретически
неограниченной длины (практически размер ограничен объемом
доступной оперативной памяти) [24].

В связи с этим активно проводятся исследования, связанные
с модернизацией известных и разработкой новых подходов к численной
обработке информации сверхбольшой разрядности для достоверных и
высокоточных расчетов. Можно выделить два направления работ
по повышению скорости вычислений при выполнении расчетов в сверх-
больших числовых диапазонах. К первому направлению относятся
работы по модернизации и созданию новых технологий гибридных
вычислений и обработки данных — гибридные системы кодирования
информации. Примером такого использования является библиотека
высокоточной модулярно-позиционной арифметики [25,26], в которой
использованы системы счисления в остаточных классах (СОК) и
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вычисления в интервальной арифметике. Другим направлением являет-
ся разработка специализированных аппартных средств поддержки
операций над «сверхбольшими» операндами с использованием ПЛИС
(FPGA) и системы на кристалле (СнК) [27–32]. Применение таких
спецпроцессоров позволяет сократить время расчетов по сравнению
с программными решениями до нескольких десятков раз, но недостатки,
присущие позиционной длинной арифметике, сохраняются [31].

Целью данного исследования является разработка способов пред-
ставления числовой информации и методов выполнения арифметических
операций для повышения точности и скорости критичных к ошибкам
округления вычислений. Для ее решения необходимо определить
способы представления длинных чисел, разработать быстрые методы
выполнения основных арифметических операций.

1. Высокоточные вычисления

К числу задач, для решения которых требуется высокая точность,
относятся:

• задачи волнового рассеяния [18] (32–64 дес. цифр);
• моделирование «поведения» сверхновых звезд и черных дыр [20]
(32–64 дес. цифр);

• моделирование конфигурации макромолекул и метаболизма [21]
(32–64 дес. знаков);

• задачи оптимального управления [33] (60–90 дес. цифр);
• прямое и обратное преобразование Лапласа [17] (60–90 дес.

цифр);
• задачи многих тел [34] (32–120 дес. цифр);
• матричные логарифмы [22] (100–1000 дес. цифр);
• интегралы Изинга и Фейнмана, требующиеся для решения задач

математической физики [7] (100–1000 дес. знаков);
• модели Лоренца [19] (до 1000 дес. цифр);
• задачи экспериментальной математики, требующие для своего

выполнения от нескольких десятков [2,6] до нескольких тысяч
[5] и даже десятков тысяч [4,8] десятичных цифр.
Наиболее популярными пакетами работы с длинными двоичными

числами являются ARPREC, MPFUN90, DDFUN, FMLIB, FMZM90,
QD, GMP, MPFR++, NTL, PARI/GP, CLN, HPAlib, Predicates, GQD,
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GARPREC, MatLab, Matematica, Maple. Данные программные пакеты
поддерживают вычисления в широком диапазоне форматов высокой
разрядности, поддерживающих правила вычислений стандарта IEEE
754, а также содержат широкий спектр поддерживаемых математиче-
ских функций, что дает возможность использования их для решения
различных прикладных задач.

Основными средствами повышения точности и достоверности для
указанных выше задач являются такие, как:

• форматы double-double и quad-double [20,21];
• библиотеки длинной арифметики: ARPREC [6,17,18], MPFR

[4,8,19], встроенные длинные типы языков c# [34] и Pyton [2];
• высокоточные расширения математических пакетов MATLAB

[22,33], Matematica [1,5], Maple [7,15];
• cимвольные вычисления в MATLAB [35], Maple [14,16,36,37],

Mathematica [38];
• специализированные программы и комплексы для универсальных

процессоров, графических процессоров или многоядерных архи-
тектур, поддерживающие безошибочные дробно-рациональные
вычисления [10];

• алгоритмические решения, различные методы итерационного
уточнения [13] и контроля ошибок округления [9,11], а также
использование смешанных символьных и численных расчетов
[12].

Главным недостатком перечисленных выше пакетов является резкое
снижение быстродействия по сравнению со стандартной арифметикой
в сотни и тысячи раз [4,7,8,12,33] вследствие необходимости алго-
ритмической обработки цепочек межзнаковых переносов «длинных»
операндов. По сравнению с обычной 64-битной арифметикой стандарта
IEEE 754 при переходе к вычислениям в «длинной» арифметике»
скорость вычислений снижается в разы и десятки раз. При значитель-
ном увеличении разрядности наблюдается квадратичное увеличение
времени выполнения. Как следствие, время решения задачи становится
неприемлемым для практики.

Помимо перечисленных выше задач, длинная арифметика ис-
пользуется в криптосистемах для решения задач эллиптической
криптографии [31,39,40]. Стоит отметить, что зачастую в прило-
жениях криптографии используются системы остаточных классов
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для ускорения выполнения операций над длинными целыми числами
[41–44]. Разработаны также специализированные криптографические
процессоры полностью на основе систем остаточных классов [45].
Стоит отметить, что для решения задач криптографии требуется
высокоточная целочисленная арифметика, в то время как для задач
моделирования требуется высокоточная вещественная арифметика.

2. Применение недвоичных систем счисления для организации
высокоточных вычислений

Как было показано ранее, достаточно широкий спектр прикладных
задач не может быть достоверно решен с применением классической
технологии вычислений по стандарту IEEE754 без учета его методологи-
ческих особенностей на уровне конструкций вычислительных программ
(что, естественно снижает скорость вычислений). В связи с этим
активно проводятся исследовательские и опытно-конструкторские
работы по модернизации известных методов, созданию программно-эму-
лируемых и программно-аппаратных реализаций новых форматов
данных и стандартов обработки информации для высокоточных и
достоверных расчетов, что особенно актуально для распределённых и
параллельных вычислений [46].

Выбор оптимального способа представления данных зависит от
специфики решаемых задач. Так, в задачах с преобладанием операций
сложения и умножения, а также большой размерностью операндов,
традиционно используются системы остаточных классов [47–49]. Для
задач, не критичных к ошибкам округления и не требующих высокой
точности, с преобладанием операций умножения, деления и возведения
в степень, целесообразно использовать логарифмическую систему
счисления. Для контроля ошибок округления при представлении чисел
и выполнении арифметических операций используется интервальная
система счисления (интервальная арифметика).

Представляется перспективным использовать для высокоточных
вычислений гибридную систему счисления – модулярно-позиционную
интервально-логарифмическую систему счисления, сочетающую досто-
инства систем остаточных классов, интервальных и логарифмических
систем счисления. Для представления длинных чисел предлагается
использовать специальную гибридную форму с применением модуляр-
но-позиционных систем счисления для кодирования значений чисел и
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интервально-логарифмических систем счисления для кодирования
позиционной оценки модулярного числа, необходимой при выполнении
немодульных операций.

2.1. Интервальная арифметика

Интервальная арифметика — один из способов получить достовер-
ные результаты. В интервальной арифметике вместо чисел, дискретных
точек на числовой оси, используется пара чисел, представляющих
собой границы закрытых интервалов, или отрезков числовой оси, что
позволяет выполнять расчеты с учетом погрешностей в исходных
данных, в том числе полученных экспериментально и представленных
в ЭВМ с ошибками округления [50,51]. При этом все вычисления выпол-
няются таким образом, что результирующий интервал гарантированно
содержит точный результат вычислений. В связи с этим интервальная
арифметика позволяет повысить достоверность вычислений за счет
учета в явном виде влияния ошибок округления [50]. Высокий интерес
к интервальной арифметике подтверждается введением в 2015 году
стандарта интервальной арифметики IEEE-1788 [52]. В качестве
определения точности в интервальной арифметике используется радиус
интервала операндов [53] или ширину (диаметр) интервала [54].

Любой интервал задается двумя числами — нижней и верхней
границей

X
ИСС−−−→ [x, x],

где x и x обозначают нижнюю и верхнюю границы интервала. Каж-
дый интервал характеризуют такие величины, как середина (центр)
интервала

mid(x) =
1

2
(x− x) ,

и ширина (или радиус — половина ширины)

wid(x) = x− x.

Результат сложения, вычитания и умножения интервалов определяется
следующим образом

x+ y =
[︁
x+ y, x+ y

]︁
,

x− y =
[︁
x+ y, x+ y

]︁
,

x · y =
[︁
min

(︁
x · y, x · y, x · y, x · y

)︁
,max

(︁
x · y, x · y, x · y, x · y

)︁]︁
.
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2.2. Логарифмические системы счисления

В последние несколько десятилетий возрос интерес к логарифмиче-
ской системе счисления (ЛСС). Это связано, в первую очередь, с тем,
что ЛСС дает серьезное преимущество при выполнении операций
умножения, деления и возведения в степень над вещественными
числами за счет замены их более простыми операциями сложения и
вычитания с фиксированной точкой. Помимо упрощения, другим
преимуществом является отсутствие ошибок округления, в то время
как при выполнении данных операций с плавающей точкой возникает
ошибка округления в половину бита. ЛСС успешно применяется
в таких приложениях, как системы адаптивного управления [55],
нейронные сети [56,57], системы 3D графики [58], обработка видео
[59], аудио [60] и изображений [61], цифровая обработка сигналов [62],
амплитудная модуляция сигналов [59], различные цифровые фильтры,
например фильтр Калмана, используемые во многих инженерных
и эконометрических задачах [55], матричные операции [60], ДНК-
вычисления [63], моделирование физических процессов методами
Монте-Карло [64], численное решение уравнений [65].

Традиционно в ЛСС операции умножения, деления и возведения
в степень просты в реализации, поскольку для их выполнения необхо-
димы соответственно операции сложения, вычитания, умножения
с использованием операндов с фиксированной точкой. Наиболее
целесообразно использовать ЛСС в приложениях с преобладающим
количеством операций умножения, деления и возведения в степень
и небольшим количеством аддитивных операций, например, при
использовании 32-разрядных логарифмов необходимо, чтобы задача
содержала как минимум 65 % операций умножения или 48 % операций
деления [66].

Основным недостатком логарифмических систем счисления являет-
ся высокая сложность выполнения операций сложения и вычитания,
увеличивающаяся с ростом дробной части представления логарифмиче-
ской величины, не позволяющая использовать логарифмические числа
большой разрядности: большинство логарифмических вычислительных
устройств ограничено разрядностью 32 бита [62]. Использование
ЛСС предоставляет существенные преимущества по сравнению с ве-
щественными числами на операциях умножения и деления. Так
время выполнения, площадь на кристалле и потребляемая мощность
значительно (на порядок) ниже [67] при использовании ЛСС.
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В ЛСС вещественное число X представлено следующим образом [68]

X
ЛСС−−−→ {z, SX , LX = logb |X|},

где z — признак нуля, SX — знак. Признак нуля необходим, так как
функция логарифма не определена в точке 0. Значение логарифма
LX = I.F , где I — целая часть, F — дробная часть.

Вычисление основных арифметических операций в ЛСС представ-
лено в таблице 1, где sb(z) = logb(1 + bz), db(z) = logb(1− bz).

Таблица 1. Основные арифметические операции в ЛСС

Операция Логарифм
результата LZ

Знак
результата SZ

Умножение X · Y LX + LY SX ⊕ SY

Деление X/Y LX − LY SX ⊕ SY

Возведение в квадрат X2 2 · LX 0

Извлечение
квадратного корня

√
X, X ⩾ 0 1

2
· LX 0

Вычисление обратной
величины

1

X
, X ̸= 0 −LX SX

Возведение в степень
в общем случае

Xa, X ⩾ 0 a · LX 0

Смена знака −X LX SX

Сложение X + Y LX+sb(LY −LX)

Вычитание X − Y LX+db(LY −LX)

2.3. Системы остаточных классов

Система остаточных классов (СОК, модулярная система) — это
непозиционная система счисления, в которой длинные целые числа
представлены набором независимых цифр, называемых остатками
[69–71].

Преимуществом СОК является простота выполнения операций сло-
жения, вычитания, умножения (так называемых модульных операций)
по сравнению с арифметикой в позиционных системах счисления, а
существенным недостатком — сложность выполнения немодульных
операций, таких как операции масштабирования, деления, определения
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знака, сравнения и определения переполнения диапазона представле-
ния чисел и т.д. Другим существенным преимуществом вычислений
с применением СОК является более простая аппаратно-техническая
реализация вычислительных устройств и, как следствие, их более
низкое энергопотребление по сравнению с устройствами на основе
вычислений в позиционных системах счисления. Учитывая особенности
организации вычислений в СОК, их применение наиболее эффек-
тивно для решения задач, алгоритмизация которых реализована
с существенным преобладанием модульных операций, например, задач
криптографии [41–44,72,73].

Пусть B = {p1, p2, ..., pn} — набор целых, попарно взаимно простых
чисел, причем P =

∏︁n
i=1 pi, т.е.

B = {p1, p2, ..., pn}, gcd(pi, pj) = 1, i ̸= j.

Представления чисел в СОК основаны на изоморфизме колец
вычетов

Zp1
× ...× Zpn

≃ Zp1×...×pn
,

где Zi обозначает кольцо вычетов по модулю pi.
Это означает, что число в СОК представлено кортежем чисел

X
СОК−−−→ ⟨x1, x2, . . . , xn⟩,

где xi = X mod pi ≡ |X|pi
– i-й остаток от деления числа X по i-му

модулю pi:

xi = |X|pi
= X −

⌊︃
X

pi

⌋︃
· pi, i = 1, 2, . . . , n,

где
⌊︃
X

pi

⌋︃
— целая часть частного

X

pi
, B = {p1, p2, ..., pn} — набор

оснований или базис СОК.
Изоморфизм колец также сохраняется и в отношении основных

арифметических операций: сложения, вычитания и умножения.
Пусть даны два числа X ∈ [0, P ) и Y ∈ [0, P ), обозначим ∗ ∈

{+,−,×}, тогда

|X ∗ Y |P ↔ ⟨|X1 ∗ Y1|p1
, ..., |Xn ∗ Yn|pn

⟩.

Важнейшими преимуществами СОК являются отсутствие межраз-
рядных переносов и возможность параллельной обработки разрядов.
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Применение СОК обеспечивает такие преимущества, как повышенную
производительность и надежность, простоту аппаратной реализации,
контроль и восстановление ошибок при вычислениях.

Несмотря на ранее отмеченные преимущества применения СОК, их
существенными недостатком является отсутствие «быстрых» методов и
приемлемых для практики алгоритмов выполнения «не табличным»
способом немодульных операций без предварительного перехода
из модулярной системы счисления в иную. К таким операциям отно-
сятся: операций сравнения операндов, операция деления, операции
масштабирования данных, логические операции над данными, в том
числе операции сдвигов. Эти особенности сужают область эффектив-
ного применения технологии обработки данных в СОК до уровня
оперирования данными малой разрядности и только в формате целых
чисел.

Для решения проблемы реализации немодульных операций над
данными и обработки данных при использовании СОК перспективным
решением является переход на гибридные технологии вычислений
и обработки данных с применением смешанных систем кодирова-
ния данных. В связи с этим использование различных вариантов
применения гибридного подхода к вычислениям и обработке данных
представляется целесообразным с точки зрения обеспечения высокой
скорости вычислений.

3. Модулярный интервально-логарифмический формат
представления данных

В данной работе предлагается объединенить преимущества СОК,
ЛСС и интервальной арифметики: для высокоточных вычислений
в сверхбольших числовых диапазонах предлагается новая гибридная
модулярно-позиционная интервально логарифмическая форма представ-
ления чисел, в которой мантисса представлена в СОК, что позволяет
представлять числа произвольной разрядности, а приближенная оценка
абсолютной величины мантиссы — в интервально-логарифмическом
формате, позволяющем выполнять немодульные операции сравнения, а
также быстрого определения коэффициентов масштабирования.
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3.1. Интервально-логарифмический формат представления
вещественных чисел

Интервальная арифметика позволяет повысить достоверность
вычислений за счет учета в явном виде влияния ошибок округления
[50,51]. Ширина интервала результата при выполнении арифмети-
ческих операций в интервальной арифметике является не только
критерием точности, но и критерием достоверности [74], поэтому
снижение влияния погрешностей направленных округлений при
выполнении арифметических операций, то есть снижение скорости
расширения интервала при вычислениях, является одной из важных
задач. Совмещение преимуществ логарифмической и интервальной
арифметик может существенно увеличить точность и достоверность
компьютерных вычислений.

Существенными преимуществами интервальной логарифмической
арифметики по сравнению с позиционной являются, во-первых, более
высокая точность, во-вторых, простота выполнения мультипликативных
операций, включая операцию масштабирования.

Положительное число в интервально-логарифмическом представле-
нии выглядит следующим образом:

X
ИЛСС−−−−→ {LX = logb |X|;LX = logb |X|},(1)

где logb — логарифм числа по основанию b, вычисленный с округлением
к минус и плюс бесконечности соответственно, X — модуль числа,
представленный в позиционной системе счисления.

В качестве эксперимента провели серию аддитивных и муль-
типликативных операций с использованием программной модели
(процессор Intel R⃝ CoreTM i3 560, 3.33 ГГц, ОС Windows Server 2008 R2
Standard). Сравнивались результаты вычислений с использованием
32-разрядных логарифмических интервалов в формате с фиксированной
точкой и 32-разрядных чисел с плавающей точкой стандарта IEEE
754. Поскольку сравнивать ширину вещественного и непосредственно
логарифмического интервала не корректно, результат выполнения
в логарифмическом интервале восстанавливался до вещественного
значения.

По сравнению с позиционной интервальной арифметикой примене-
ние логарифмической интервальной арифметики обеспечивает более
высокую точность вычислений при выполнении «очень длинных»
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итерационных расчетов (рисунки 1а,1б ) — диаметр интервала резуль-
тата расширяется при выполнении серии операций суммирования
в ≈ 5 раз медленнее, а умножения в 50–100 раз медленнее, что
естественно повышает точность выполняемых вычислений и позволяет
контролировать вычислительный процесс аналогично изложенному для
модулярно-позиционно-интервальных вычислений в [26].
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Рисунок 1. Расширение интервала

3.2. Перевод вещественного числа
в интервально-логарифмический формат

Вещественное число в стандарте IEEE-754 [75] представлено
следующим образом (рисунок 2а):

X = (−1)S × 1.f × 2e,
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где S — знак числа, f — беззнаковая дробная часть, M = 1.f —
мантисса, e — порядок числа.

(а) в формате с плавающей точкой
(IEEE Single)

(б) в логарифмическом формате
с фиксированной точкой (Log 8.23)

Рисунок 2. Представление 32-разрядных чисел

Вещественное число в логарифмическом формате представлено
следующим образом (рисунок 2б ):

X = (−1)S × bLX ,

где S — знак числа, LX — логарифм числа по основанию b. При этом
LX представлено в формате с фиксированной запятой, Lz — целая
часть, Lf — дробная часть.

Величина логарифма числа, представленного в формате с пла-
вающей точкой A = (−1)S × 1.f × 2E−E0 , где S — знак числа, 1.f —
нормализованная мантисса числа M = 1.f ∈ [1; 2) , e = E − E0 —
порядок числа, E0 — смещение порядка, вычисляется следующим
образом:

logb(X) = logb(M · 2E−E0) = logb(M) + (E − E0) · logb 2.

Таким образом, основная сложность в вычислении логарифма
числа заключается в вычислении значения логарифма мантиссы M
числа: logb(M) = logb(1 + f).

Определим интервальную логарифмическую характеристику
мантиссы числа как целочисленный интервал (отрезок) [Ll, Lh], нижняя
и верхняя границы которого представлены r-разрядными двоичными
числами без знака с фиксированной точкой и вычисляются следующим
образом:

Ll = ⌊2r · logb M⌋,
Lh = Ll + 1,

где ⌊ ⌋ — целая часть выражения, logb M — значение логарифма числа,
вычисленное с точностью r двоичных разрядов.

По стандарту чисел с плавающей точкой IEEE 754 мантисса
принадлежит диапазону M = 1.f ∈ [1; 2). Для вычисления интер-
вально-логарифмического числа воспользуемся способом вычисления
двоичного логарифма, предложенного фирмой Intel для процессоров
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семейства Itanium [76]. Представим мантиссу M числа следующим
образом:

M =
1 + (1 +Mµi +Mϕi) · rµi − 1

rµi

,(2)

где M = 1 +Mµi +Mϕi , µi — определяется старшими i разрядами
дробной части мантиссы, ϕi — определяется младшими t − 1 − i

разрядами дробной части мантиссы, rµi
=

1

1 +Mµi

. Формирование

чисел µi, ϕi изображено на рисунке 3.

M 1 . X X X X X X X ... X X X X
0 -1 -t+1

0 . X 0X 0 0 0 0 0
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(-i-1)

...

0 . 0 X0 0 ... X X X
0 -1 -t+1-i (-i-1)

...
ϕ

�
 

X
-2

-2

X X

Рисунок 3. Формирование чисел µi, ϕi при вычислении
логарифма мантиссы вещественного числа

Следует отметить, что значение логарифма числа по любому осно-
ванию можно получить имея значение натурального логарифма числа,
поэтому все дальнейшие вычисления приводятся для натурального
логарифма.

Представим мантиссу числа следующим образом:

M =
1 +M · yi − 1

yi
.(3)

Значение натурального логарифма мантиссы числа, представленной
формулой (3), может быть вычислено следующим образом:

lnM = ln(1 + z)− ln yi,(4)

где z = M · yi − 1 =
ϕi

2t + µi2i
, yi =

2i

2i + µi
. Поскольку величина z

достаточно мала, то ln(1 + z) ≈ z при z ≪ 1. Тогда формулу (4) можно
переписать следующим образом:

lnM = z − ln
2i

2i + µi
= z + ln

2i + µi

2i
,(5)
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где значения yi =
2i

2i + µi
, ln

2i + µi

2i
вычислены заранее с точностью r

бит и хранятся в подстановочных таблицах, z = M · yi − 1.
Прием, использованный в формуле (2) можно повторить, разбив µi

на две группы цифр µi и µj (рисунок 4). Тогда можно использовать
2 таблицы меньшего объема. Все вычисления будем производить
в целых числах, подразумевая соотвествующие масштабирующие
коэффициенты.
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Рисунок 4. Формирование чисел µi, µj , ϕi при вычислении
логарифма мантиссы вещественного числа

Мантисса числа равна

M = M∗ · 2−t = 1 + µi · 2−i + µj · 2−i−j + ϕj · 2−t

или

M = 1 +
µi

2i
+

µj

2i+j
+

ϕj

2t
.

Представим мантиссу числа следующим образом

M =
1 +M · yi · yj − 1

yi · yj
,(6)

тогда значение натурального логарифма мантиссы числа, представлен-
ной формулой (6) может быть вычислено следующим образом:

lnM = ln(1 + z)− ln yi − ln yj ,(7)

где z = M · yi · yj − 1, yi =
2i

2i + µi
, yj =

2i+j

2i+j + µi
. Поскольку величина

z достаточно мала, то ln(1 + z) ≈ z при z ≪ 1.
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Тогда формулу (7) можно переписать следующим образом:

lnM = z − ln
2i

2i + µi
− ln

2i+j

2i+j + µi
= z + ln

2i + µi

2i
+ ln

2i+j + µi

2i+j
.

(8)

Пусть значения yi =
2i

2i + µi
, ln

2i + µi

2i
, yj =

2i+j

2i+j + µi
, ln

2i+j + µi

2i+j

вычислены заранее с точностью r бит и хранятся в подстановочных
таблицах в виде целых чисел:

νi =

⌊︃
2i

2i + µi
· 2r

⌋︃
; νj =

⌊︃
2i+j

2i+j + µj
· 2r

⌋︃
;

lµi
=

⌊︃
ln

2i + µi

2i
· 2r

⌋︃
; lµj

=

⌊︃
ln

2i+j + µj

2i+j
· 2r

⌋︃
.

Нижняя и верхняя границы ζ1,ζ2 целочисленного интервальнго
значения величины z равны

ζ1 =

⌊︃
ϕi − 2t−2·i−j · µi · µj

2t
· νi
2r

· νj
2r

· 2r
⌋︃
,

ζ2 =

⌊︃
ϕi − 2t−2·i−j · µi · µj

2t
· νi + 1

2r
· νj + 1

2r
· 2r

⌋︃
.

Тогда верхняя и нижняя границы логарифмического интервала
вычисляются следующим образом:

ωl = (ζ1 − 1) + lµi
+ lµj

= ζ1 + lµi
+ lµj

− 1,

ωh = (ζ1 + 1) + (lµi
+ 1) + (lµj

+ 1) = ωl + 4.

В данных формулах −1 и +1 используются вместо операции
направленного округления к минус и плюс бесконечности соответственно
по правилам интервальной арифметики. Таким образом, диаметр
интервально-логарифмической величины постоянен и равен 4 ulp (unit
in the last place — значение младшего разряда).

Таким образом, итоговое значение логарифмического интервала

Ll(X) =
1

ln b
↓ ·ωl

2r
+ (E − E0) · logb 2,

Lh(X) =
1

ln b
↑ ·ωh

2r
+ (E − E0) · logb 2.
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3.2.1. Результаты экспериментальных исследований

На основании разработанного способа перевода вещественного
числа в интервально-логарифмическое представление была разработана
программная модель преобразователя. В ходе серии вычислительных
экспериментом путем полного перебора всех значений нормализованных
мантисс чисел с плавающей точкой двойной точности стандарта IEEE
754 были определены необходимые значения количества разрядов,
отводимых для чисел µi, µj в разработанном способе, а также значения
количества разрядов, отводимых для чисел µi в способе Intel [76],
гарантирующие вычисление логарифмического интервала необходимой
точности; под точностью в данном случае подразумевается разрядность
дробной части логарифмической величины. Результаты вычислительных
экспериментов представлены в таблице 2.

Таблица 2. Минимальные значения разрядностей чисел µi,
µj для обеспечения требуемой точности представления r
интервально-логарифмической величины

r, бит Способ Intel Разработанный способ
i1, бит i2, бит j2, бит

16 8 5 4
17 8 5 4
18 9 5 5
19 9 5 5
20 10 6 5
21 11 6 6
22 13 7 7
23 15 8 8
24 17 9 9

В таблице использованы следующие обозначения: r — точность
представления дробной части ИЛХ, i1 — длина старшей части мантиссы,
используемой как индекс в модифицированном интервальном алгоритме
Intel, i2, j2 — длина старших частей мантиссы, используемых как
индексы в разработанном двухтабличном интервальном способе.

3.2.2. Результаты моделирования

Устройство преобразования вещественных чисел в интервально-лога-
рифмический формат с использованием одноуровневых подстановочных
таблиц (метод Intel) представлено на рисунке 5а, а двухуровневых —
на рисунке 5б .
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Рисунок 5. Схемы устройства преобразования веществен-
ных чисел в интервально-логарифмический формат

В схемах используются следующие обозначения: M — регистр мантиссы
вещественного числа, T — таблицы констант, MUL — умножители,
«-1» — комбинационная схема, выполняющая декремент числа, «+3» —
комбинационная схема, выполняющая увеличение числа на 3, ADD —
двоичные сумматоры, MULC — умножители на константу. Комбинаци-
онные схемы коррекции чисел могут быть включены в структуры
сумматоров, поэтому при дальнейшем рассмотрении не учитываются.

Результаты моделирования устройств преобразования веществен-
ных чисел в интервально-логарифмический формат представлены
в таблице 3 и на рисунке 6. В таблице использованы следующие
обозначения: RAM1, RAM2 — общий объем подстановочных таблиц
в алгоритмах Intel и разработанном соответственно.

Как видно из таблицы, разработанный способ позволяет сократить
объем подстановочных таблиц в 5–16 раз по сравнению с аналогом, в то
же время аппаратные затраты на комбинационные схемы возрастают
почти в три раза. Также показано, что увеличение точности ведет
к значительному повышению аппаратных затрат. Так, для увеличения
точности с 16 до 21 бита требуется в 3,5 раза больший объем подста-
новочных таблиц и почти в 2 раза большее количество логических
блоков.
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Таблица 3. Результаты моделирования устройств преобра-
зования в интервально-логарифмический формат

r, бит Способ Intel Разработанный способ
RAM1, бит модулей ALM RAM2, бит модулей ALM

16 8192 123 1536 368
17 8704 133 1632 379
18 18432 143 2304 423
19 19456 158 2432 458
20 40960 207 3840 598
21 86016 242 5376 721

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0

100

200

300

400

500

600

700

800

16 17 18 19 20 21

О
б

ъ
ем

 т
аб

л
и

ц
, б

и
т

М
о

д
у

л
ей

 A
L

M
, е

д
.

Точность ИЛХ, бит

ALMs LUT

Рисунок 6. Зависимость аппартной сложности устройства
преобразования в интервально-логарифмический формат от
точности вычисления ИЛХ

3.3. Выполнение немодульных операций

К немодульным операциям СОК относятся: операции сравнения
операндов, масштабирования данных, расширения базиса СОК. Для
выполнения данных операций необходима информация об абсолютной
величине модулярного числа.

3.3.1. Расширение базиса

Пусть ⟨Xp1
, Xp2

, . . . , Xpn
⟩ — число, представленное в СОК с ос-

нованиями p1, p2, . . . , pn. Требуется найти представление этого же
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числа ⟨Xq1 , Xq2 , . . . , Xqm⟩ в СОК с основаниями q1, q2, . . . , qm, взаимно
простыми с p1, p2, . . . , pn, без восстановления числа в позиционную
систему счисления. Существует несколько основных групп методов
выполнения операции расширения базиса:

• методы, использующие системы счисления со смешанными
основаниями [70,77];

• методы, использующие Китайскую теорему об остатках (КТО)
[78],

• приближенные методы [79,80].

Точные методы расширения базиса были рассмотрены авторами
в работе [81], а в работе [82] представлен точный метод расширения
базиса СОК, поэтому далее рассматриваются только приближенные
методы расширения базиса.

Согласно КТО, позиционное значение числа X ∈ [0, P ), представ-
ленного в СОК остатками X1, X2, . . . , Xn по основаниям p1, p2, . . . , pn,
вычисляется по формуле

X =

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· Pi

⃓⃓⃓⃓
⃓
P

=

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· Pi −R · P,(9)

где Pi =
P
pi

,
⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

— мультипликативная инверсия Pi по модулю
pi, i ∈ [1;n], n — количество модулей, R ∈ [0, n− 1] — позиционный
индекс, P =

∏︁n
i=1 pi.

Формально, коэффициент R может быть получен по формуле

R =
1

P

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· Pi −
X

P
=

⌊︄
1

P

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· Pi

⌋︄
,

(10)

где ⌊ ⌋ означает целую часть выражения.
Вычисление точного значения коэффициента R непосредственно

по формуле (10) является трудоемкой задачей, поскольку требует
вычислений с использованием чисел большой разрядности.

Обозначим

X̃ =
X +R · P

P
=

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· 1

pi
.(11)
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При этом целая часть величины X̃ является позиционным индексом

R, а дробная – значением
X

P
.

Был предложен метод приближенного вычисления величины R с ис-
пользованием вещественных интервалов c направленным округлением
[26].

X̃ ∈

[︄
n∑︂

i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· 1

pi
↓;

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· 1

pi
↑

]︄
,(12)

где ↓, ↑ обозначают вычисления в формате с плавающей точкой
с направленным округлением с недостатком (к минус бесконечности) и
с избытком (к плюс бесконечности) соответственно. Недостатком явля-
ется необходимость выполнения арифметических операций в формате
с плавающей точкой с направленным округлением, включая операцию
деления.

В данной работе предлагается заменить трудоемкие операции
умножения и деления с направленным округлением в вещественном
формате операциями с фиксированной точкой с первоначальной

аппроксимацией величины
1

pi
к целочисленному интервалу wi ∈ [wi, wi],

где wi,wi – получены округлением вверх и вниз до s разрядов величины
2q+s−1

pi
, т.е. wi =

⌊︃
2q+s−1

pi

⌋︃
, wi =

⌈︃
2q+s−1

pi

⌉︃
, где модули СОК pi

представлены в виде q-разрядных двоичных чисел (рисунки 7,8).

Рисунок 7. Представление величины
1

pi
в формате

с фиксированной точкой

Обозначим

Wx =

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· wi,

R =

⌊︄
21−q−s ·

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· wi

⌋︄
.

(13)
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Рисунок 8. Представление величины
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в виде интервала

заданной точности

Использование интервальной арифметики гарантирует, что резуль-
тат вычисление значения WX будет принадлежать интервалу

Wx ∈

[︄
n∑︂

i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· wi;

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· wi;

]︄
.(14)

Тогда RX — старшие log2 n разрядов числа WX , X/P — младшие
q + s−1 разрядов числа WX . По комбинации значений RX , RX можно
судить о достоверности вычисления приближенной величины (13) (рис.
9 ):

• если RX = RX , то R = RX = RX ;
• если RX −RX = 1, то необходима дополнительная информация

об абсолютной величине числа, представленная интервально-лога-
рифмической характеристикой. Если X < (P − 1)/2, то R = RX ,
если X ≥ (P − 1)/2, то R = RX ;

• если RX−RX ≥ 1, то невозможно что-либо утверждать о значении
коэффициента R. Такая ситуация может возникнуть, если
точность s коэффициентов wi,wi слишком мала.
Таким образом, вычисление с использованием целочисленных

интервалов позволяет гарантированно оценить ситуации, когда значения
коэффициента R вычислены верно, и когда требуются дополнительные
вычисления.

Минимальное значение s, гарантирующее, что RX −RX ≤ 1, равно
2 + log2 n.
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Рисунок 9. Иллюстрация комбинации значений комбина-
ции значений R, позволяющей определить корректность
вычисления относительной величины модулярного числа

3.3.2. Масштабирование чисел, представленных в СОК

Еще одной важной немодульной операцией является масштабирова-
ние, то есть процесс целочисленного деления на заранее определенный
делитель (например, степень двойки или один из модулей или их произ-
ведение). Масштабирование тесно связано с процедурой расширения
базиса и требуется для достаточно широкого круга задач, например,
округление при представлении чисел с плавающей точкой в СОК.

Алгоритмы масштабирования представлены в большом числе работ,
начиная от классических последовательных методов масштабирования
чисел значением одного из оснований СОК (или их произведением) [70,
78,83], методов масштабирования коэффициентами, взаимно простыми
с основаниями СОК [84], алгоритмов масштабирования степенью
двойки [85] до быстрых алгоритмов для специальных наборов модулей,
например {2n − 1, 2n, 2n + 1} [86], {2n − 1, 2n+p, 2n + 1} [87]. Однако,
на сегодняшний день нет эффективных методов масштабирования
чисел в СОК, представленных большим числом произвольных модулей
средней и высокой разрядности (16–32 бит каждый).

Пусть K — коэффициент масштабирования, Y — результат мас-
штабирования числа X коэффициентом K, тогда результат масштаби-
рования вычисляется по формуле:

X =
X − |X|K

K
,(15)
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где |X|K — остаток от деления числа X по модулю K.
В зависимости от значений коэффициента масштабирования все

методы можно разделить на три группы: масштабирование значением
модулей СОК или их произведением [78,83], масштабирование числом,
взаимно простым с основаниями СОК [84] и масштабирование степенью
двойки [85–87]. Большинство методов масштабирования основано
на вычислении коэффициентов системы счисления со смешанными
основаниями [77,83,87] или на использовании Китайской теоремы об
остатках [78,86].

В случае если коэффициент масштабирования K является взаимно
простым с основаниями СОК, в том числе равен степени двойки или
степени другого целого числа, то используется следующая общая схема
масштабирования коэффициентом K [84,86].

Шаг 1. Вычисление |X|K , или так называемый этап расширения
базиса — получение остатка xK от деления числа, представленного
в СОК остатками x1, x2, . . . , xn по модулям p1, p2, . . . , pn, на число K.
Расширение базиса является одной из основных немодульных операций
в СОК.

Шаг 2. Непосредственно масштабирование по каждому модулю
по формуле:

yi =
⃓⃓⃓
|xi − |X|K |pi

·
⃓⃓
K−1

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

,

где
⃓⃓
K−1

⃓⃓
pi

— мультипликативная инверсия по модулю pi коэффициента
K.

Поскольку второй шаг полностью модулярный, основная трудность
заключается в нахождении остатка |X|K , то есть в расширении базиса.

Если коэффициент R известен, то может быть вычислен остаток от
деления числа по новому модулю с использованием Китайской теоремы
об остатках:

|X|K =

⃓⃓⃓⃓
⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓
Xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

· |Pi|K

⃓⃓⃓⃓
⃓
K

− |R · |P |K |
K

⃓⃓⃓⃓
⃓
K

.(16)

Здесь значения |Pi|K и |P |K не зависят от значения конкретного
числа в СОК и являются константами для конкретного набора модулей.
Таким образом, операция нахождения остатка сводится к нескольким
операциям по модулю K, исключается при этом операция нахождения
остатка по модулю P .
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Деление числа, представленного в СОК, на коэффициент 2a

(масштабирование степенью двойки) выполняется следующим обра-
зом. Поскольку степень a может быть произвольной, целесообразно
для минимизации накладных расходов выполнять итерационное
масштабирование коэффициентом, не превышающим 2q−1.

Пусть X = ⟨x1, x2, . . . , xn⟩ — модулярное число. Для того чтобы
найти результат деления модулярного числа X = ⟨x1, x2, . . . , xn⟩
на позиционное число 2x, необходимо:

(1) Вычислить значение текущего коэффициента масштабирования

α. Если a > q−1, то вычислить значение j =

⌊︃
a

q − 1

⌋︃
, α = |a|q−1;

если a ⩽ q − 1, то α = a.
(2) Вычислить значение минимального и максимального значений ко-

эффициентов Rmin и Rmax для модулярного числа в соответствии
с формулой (14).

(3) Если Rmin = Rmax, вычислить остаток от деления модулярного
числа на pn+1 = 2q−1:

xn+1 = |X|2q−1 =

=

⃓⃓⃓⃓
⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
i=1

⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓
xi ·

⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

⃓⃓⃓
pi

⃓⃓⃓⃓
2q−1

· |Pi|2q−1

⃓⃓⃓⃓
⃓
2q−1

− |R · |P |2q−1 |2q−1

⃓⃓⃓⃓
⃓
2q−1

,

где Pi =
P

pi
,
⃓⃓
P−1
i

⃓⃓
pi

— мультипликативная инверсия Pi по моду-
лю pi.

Если Rmin ̸= Rmax, то вычислить остаток от деления мо-
дулярного числа на pn+1 = 2q−1 точным методом расширения
базиса, основанным на вычислении коэффициентов системы
счисления со смешанными основаниями, описанным в [82] или
по значению интервальной логарифмической характеристики.
Если X < (P − 1)/2, то R = Rmax, если X ≥ (P − 1)/2, то
R = Rmin; Если 0 < α ⩽ q − 1, то xn+1 = |xn+1|2α , если α = 0,
то уменьшить j на 1.

(4) Вычислить значение X∗ = X−|X|2α , для чего вычесть из каждого
значения знакопозиций модулярного числа X значение остатка
от деления X на 2α:

X∗ = X − |X|2α =
⟨︂
|x1 − xn+1|p1

, |x2 − xn+1|p2
, ..., |xn − xn+1|pn

⟩︂
.



106 А. С. Коржавина, В. С. Князьков

(5) Вычислить значение X∗∗ =
X∗

2α
, для чего умножить каждое зна-

чение знакопозиций модулярного числа X на мультипликативные
инверсии 2α по соответствующим модулям.

X∗∗ =
X∗

2α
=

=

⟨︄⃓⃓⃓⃓
⃓|x1 − xn+1|p1

·
⃓⃓⃓⃓
1

2α

⃓⃓⃓⃓
p1

⃓⃓⃓⃓
⃓
p1

, ...,

⃓⃓⃓⃓
⃓|xn − xn+1|pn

·
⃓⃓⃓⃓
1

2α

⃓⃓⃓⃓
pn

⃓⃓⃓⃓
⃓
pn

⟩︄
,

где
⃓⃓⃓⃓
1

2α

⃓⃓⃓⃓
pi

— мультипликативная инверсия числа 2α по модулю

pi — результат сравнения
⃓⃓⃓⃓
1

2α

⃓⃓⃓⃓
pi

· |2α|pi
≡ 1 mod pi.

(6) Шаги 2–5 выполнить j раз для α = q − 1.
(7) Если на последнем шаге xn+1 ⩾ 2α−1, то прибавить к X величину

1 = {1p1
, 1p2

, ..., 1pn
}.

Преимущества данного алгоритма заключаются в том, что в отличие
от приближенных методов не требует хранения матриц поправочных
коэффициентов, не требует реализации устройств с направленным
округлением. Все операции целочисленные. В памяти необходимо
хранить только значения мультипликативных инверсий по каждой
степени двойки и таблицу коэффициентов wi. Большинство операций
могут быть выполнены параллельно.

3.3.3. Результаты вычислительных экспериментов

В качестве исходных данных были рассмотрены несколько ва-
риантов значений разрядности модулей q (от 5 до 16) и количества
модулей n (от 8 до 32). Весь диапазон представления чисел [0, P − 1]
разбивался на M = 1012 отрезков, из каждого отрезка выбирался
первый элемент, таким образом, формировалась представительная
выборка генеральной совокупности. Для каждого из чисел выборки
были вычислены модулярное представление, а также интервальное
значение величины R. Отдельно вычислялись количество случаев,
для которых значения верхней и нижней оценок коэффициентов
R были равны (количество попаданий), и для которых значения
этих коэффициентов были не равны (количество промахов). На
рисунках 10а,10б представлена зависимость вероятности случаев
Rmin = Rmax.



Высокоточные вычисления 107

0,98

0,985

0,99

0,995

1

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Д
о

л
я

 с
л

уч
ае

в

значение разрядности модулей q, бит

s=12

(а) для 8 модулей

0,98

0,985

0,99

0,995

1

9 10 11 12 13 15 15 16

Д
о

л
я

 с
л

уч
ае

в

значение разрядности модулей q, бит

s=14

(б) для 32 модулей

Рисунок 10. Зависимость доли случаев Rmin = Rmax от
разрядности модулей при фиксированной разрядности s

коэффициентов wi

Для определения среднего количества итераций масштабирования
была разработана программная модель модулярно-позиционных
интервально-логарифмических вычислений. Из полного диапазона
представления модулярных мантисс равномерно выбирали два числа и
производили операцию умножения, при этом фиксировали количество
итераций масштабирования.

Результаты вычислительного эксперимента представлены в табли-
цах 4, 5, где n — количество модулей, q — разрядность модулей.

Вычислительные эксперименты показывают, что при выполнении
операций масштабирования при умножении произвольных чисел,
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Таблица 4. Среднее число итераций масштабирования

n q = 8 q=16

4 1,987718 1,997955
8 3,993018 3,991795

16 7,987538 7,990615
32 15,98973 15,99718
64 31,99013 31,99423

Таблица 5. Количество случаев, для которых было
выполнено j итераций масштабирования для n = 32

Количество итераций j Количество случаев
q=8 q=16

0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
9 0 0

10 0 0
11 0 0
12 3 0
13 593 0
14 151992 2
15 38909912 152585
16 9960937500 9999847413

среднее количество итераций масштабирования близко к значению n/2,

что должно быть учтено при оценке времени выполнения операции

умножения.
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3.3.4. Результаты моделирования

Результаты синтеза схем устройств вычисления интервальных

целочисленных характеристик на языке описания аппаратуры Verilog

в САПР Intel Quartus Prime 17.1 Lite Edition для ПЛИС Altera Cyclone

V представлены в таблице 6 и на рисунке 11.

Таблица 6. Результат моделирования устройства, вычисля-
ющего целочисленную интервальную характеристику

q, bits Схема для Rmin Схема для Rmax p(R)
ALMs Время, нс ALMs Время, нс

9 128 12,816 180 13,004 98,44
10 126 13,946 321 14,045 99,22
11 312 14,344 317 14,351 99,61
12 360 14,276 334 14,673 99,81
13 363 14,723 387 13,310 99,90
14 391 14,280 408 14,962 99,95
15 427 14,450 420 15,100 99,98

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Д
о

л
я

 и
сх

о
д

о
в

Разрядность s, бит

Рисунок 11. Зависимость доли случаев Rmin = Rmax от
разрядности s коэффициентов wi
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3.4. Апробация разработанного способа представления
длинных чисел на примере операции умножения

В рамках данной работы в качестве примера рассмотрена операция
умножения двух чисел, представленных в гибридной модулярно-позици-
онной интервально-логарифмической форме представления.

Разработанный способ умножения [88] сравнили с методами,
предложенными в [30] (обозначен «Lei at al., 2013», выполняется за
n2/4 + 2n+ 8 тактов) и в [31] (обозначен «Ishii, 2017», выполняется
за n2 + n+ 7 тактов). Результаты сравнения времени выполнения
различных методов умножения длинных чисел представлены на
рисунке 12.
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Рисунок 12. Зависимость времени выполнения умножения
от разрядности операндов

Результаты синтеза схем устройства умножения на языке описания
аппаратуры Verilog в САПР Intel Quartus Prime 17.1 Lite Edition для
ПЛИС Altera Cyclone V представлены в таблице 7. Использовались два
режима моделирования: с использованием только логических модулей
(в таблице обозначены как ALM) и комбинированный с использованием
блоков цифровой обработки сигналов (DSP) для построения модулярных
каналов.
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Таблица 7. Результаты моделирования устройства умноже-
ния с масштабированием

n Точность,
бит

Только ALM ALM и DSP
ALMs Время, нс DSPs ALMs Время, нс

4 64 199 12,472 10 52 15,588
8 128 511 12,231 24 116 27,027
12 192 782 16,008 39 171 26,021
16 256 989 16,872 54 208 26,178

Для сравнения, для размещения параллельного 64-разрядного
умножителя требуется задействовать 1886 логических модулей, при
этом время задержки на нем составит 13,722 нс, для 128-разрядного
умножителя необходимо соответственно 7810 логических модулей с вре-
менем выполнения 20,524 нс. Таким образом, разработанное устройство
требует на порядок меньше ресурсов ПЛИС при сопоставимой скорости
работы.

4. Заключение

Для практической реализации операций обработки данных в нестан-
дартных системах счисления эффективным с точки зрения скорости их
выполнения является применение специализированных процессоров
в составе универсальных вычислительных узлов, в том числе, и
в вычислительных платформах и системах с гибридной и реконфигури-
руемой архитектурой. В последнем случае процессоры-ускорители
могут быть использованы, а лучше всего архитектурно адаптированы,
в аппаратном пространстве вычислительной платформы или системы
по решения конкретной прикладной задачи. В качестве платформы
для реализации спецпроцессоров-ускорителей сегодня популярно
применение разнообразных ARM-систем.

Использование модулярно-позиционных и модулярно-логарифмиче-
ских систем счисления с уникальными форматами представления и
обработки информации в различных модификациях обеспечивает
следующие основные преимущества при решении пользовательских
задач.

• Возможность распараллеливания вычислений до уровня парал-
лельной обработки цифр чисел (модулярные системы счисления
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методологически являются параллельными), что позволяет
применять для обработки целых и вещественных чисел мало
разрядные вычислительные ядра.

• На аппаратном уровне — возможность динамического измене-
ния диапазонов представления целых и вещественных чисел
за счет объединением мало разрядных вычислительных ядер
в секции для параллельной обработки цифр чисел большей
разрядности; использование малоразрядных ядер позволяет
обеспечить простоту их технической реализации и соответственно
экономное использование ресурсов ПЛИС. Кроме этого эконом-
ная реализация вычислительного ядра позволяет реализовать
процессоры с большим количеством ядер и соответственно
большим уровнем пространственно-параллельной обработки
потоков данных, что обеспечивает повышение скорости обработки
не за счет повышения тактовой частоты работы процессора, а за
счет совмещения во времени параллельной обработки большого
числа потоков мало разрядных чисел.

• Возможность реализации вычислений произвольной, в том
числе и высокой, точности — двойной, тройной, n-ой точности
в зависимости от потребностей пользователя и/или в зависимости
от ситуаций, возникающих в процессе вычислений.

• Возможность решения фундаментальной проблемы — проблемы
переполнения разрядной сетки, что обеспечивает повышение
точности и соответственно достоверности вычислений.
Разработан новый способ представления числовой информации

модулярно-позиционная интервально-логарифмическая форма, а также
показаны его преимущества по отношению к длинным позиционным
формам представления на примере операции умножения.

Результаты исследований базовых операций модулярно-позицион-
ной интервально-логарифмической арифметики высокой точности
позволяют рассматривать ее как более эффективную по сложности
выполнения немодульных операций сравнения и определения выхода
за границы интервала по сравнению с модулярной арифметикой, а
также лучшую по точности по сравнению с модулярно-позиционным
форматом.

В дальнейшем планируется расширить набор операций, включая
такие сложные операции, как деление, вычисление элементарных
функций, что позволит организовать полноценные вычисления в новой
модулярно-позиционной интервально-логарифмической арифметике.
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Anastasia S. Korzhavina, Vladimir S. Knyazkov. High-precision computations using
residue-interval arithmetic on FPGAs.

Abstract. The problem of round-off errors arises in a large number of issues in
various fields of knowledge, including computational mathematics, mathematical
physics, biochemistry, quantum mechanics, mathematical programming. Today,
experts place particular emphasis on accuracy, fault tolerance, stability, and
reproducibility of computation results of numerical models when solving a wide
range of industrial and scientific problems, such as: mathematical modeling and
structural designs of aircrafts, cars, ships; process modeling and computations for
solving large-scale problems in the field of nuclear physics, aerodynamics, gas, and
hydrodynamics; problems on reliable predictive modeling of climatic processes
and forecasting of global changes in the atmosphere and water environments;
faithful modeling of chemical processes and synthesis of pharmaceuticals, etc.

Floating-point arithmetic is the dominant choice for most scientific applica-
tions. However, there are a lot of unsolvable with double-precision arithmetic
problems. A vast number of floating-point arithmetic operations would be
required to solve such problems. Each operation carries round-off errors leading to
uncontrolled round-off errors and, consequently, incorrect results. Many modeling
and simulation problems need to increase the accuracy of number representation
to 100-1000 decimal digits or more to obtain reliable results. In this regard,
arbitrary-precision arithmetic is becoming ever important. With this arithmetic,
one can use numbers, whose arbitrary precision is many times greater than the
word length of the conventional system.

The paper proposes a new way of representing integers and floats for
computations in super-large ranges – hybrid residue-positional interval logarithmic
number representation for performing high-precision and reliable calculations in
super-large numerical ranges.

Key words and phrases: residue arithmetic, hybrid number systems, the interval logarithmic
number evaluation, high-precision computations, long numbers.
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