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Преобразования операции свертки в сумму и
асимптотическое поведение коэффициентов

устойчивых полиномов

Аннотация. Известны интегральные преобразования, для которых свертка
в области оригиналов (функций скалярного действительного переменного)
преобразуется в сумму изображений (функций скалярного действительного
переменного). Эти преобразования задаются с точностью до линейного
оператора.

Рассмотрены свойства одного из подобных преобразований, для которого
экспонента преобразуется в экспоненту: eго связь с преобразованием Лапласа,
преобразования некоторых конкретных функций и операций дифференциро-
вания, интегрирования, сдвига, изменения масштаба времени, умножения
на экспоненту и другие.

Переход от плотности распределения случайной величины к ее ку-
мулянтам называют кумулянтным преобразованием, по аналогии все
преобразования, переводящие свертку оригиналов в сумму отображений
названы кумулянтными. Показано, что формулы Ньютона, реализующие
связь сумм одинаковых степеней корней полинома с его коэффициентами,
являются кумулянтным преобразованием, так же как переход от функции
действительного переменного к фазе или логарифму модуля ее преобразования
по Фурье.

Обсуждаются возможности использования таких преобразований. Полу-
чены условия, при выполнении которых последовательность коэффициентов
устойчивого полинома, являющаяся сверткой устойчивых полиномов первой
и второй степени, с ростом числа этих полиномов асимптотически нормальна.
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Введение

Операция свертки и ее преобразования

Операция свертки двух функций действительного переменного —
одна из самых распространенных в прикладной математике ([1–6]).
Она имеет форму:

z(t) = x(t) ∗ y(t) =
∞∫︂

−∞

x(τ)y(t− τ) dτ(1)

в непрерывном и

z(j) = x(j) ∗ y(j) =
i=∞∑︂
i=−∞

xiyj−i(2)

в дискретном случае.

Приведем несколько примеров:
Плотность распределения суммы z независимых случайных ве-

личин x и y представляет собой свертку плотностей распределения
каждой их них. Так что

pz(z) = px(x) ∗ py(y) =
∞∫︂

−∞

px(x) py(z − x) dx.(3)

Коэффициенты cj произведения Pn+m(x) двух полиномов вида:

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + ...+ an,(4)

и
Pm(x) = xm + b1x

m−1 + b2x
m−2 + ...+ bm

равны свертке их коэффициентов

cj =

n∑︂
i=0

aibj−i, j = 0, ..., n+m, a0 = b0 = 1.(5)

Импульсная характеристика k(t) двух последовательно вклю-
ченных динамических систем представляет собой свертку им-
пульсных характеристик каждой из них:

k(t) =

t∫︂
0

k1(t) k2(t− τ)dτ, k1(t) = k2(t) = 0 при t < 0.(6)
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Плотность распределения времени пребывания (ПРВП) части-
цы в системе последовательно включенных аппаратов равна
свертке ПРВП в каждом из них.

Взаимно-корреляционная функция случайных сигналов на вхо-
де и выходе линейной динамической системы связана формулами
свертки с автокорреляционной функцией входного сигнала и
импульсной характеристикой системы.

Операция взятия неопределенного интеграла от функции x(t)
является частным случаем свертки (1), когда в качестве функции
y(t) взята функция единичного скачка (функция Хевисайда 1(t)),
равная нулю при t < 0 и единице для остальных значений t.

Свойства операции свертки хорошо известны [2]:
(1) Свертка коммутативна, так что

x(t) ∗ y(t) = y(t) ∗ x(t).
(2) Свертка ассоциативна:

x(t) ∗ (y1(t) ∗ y2(t)) = (x(t) ∗ y1(t)) ∗ y2(t).
(3) Свертка дистрибутивна относительно сложения:

x(t) ∗ (y1(t) + y2(t)) = x(t) ∗ y1(t) + x(t) ∗ y2(t).
(4) Площадь под кривой z(t), если она ограничена, равна произведе-

нию площадей под кривыми x(t) и y(t).

(5) Пусть x(t) и y(t) неотрицательны и нормированы (их площадь
равна единице). Тогда их свертка z(t) также нормирована, ее
первый момент

mz =

∞∫︂
0

t z(t) dt = mx +my,

как и второй центральный момент

dz =

∞∫︂
0

(t−mz)
2z(t) dt = dx + dy.

Для решения задач, содержащих операцию свертки, широко используют
интегральное преобразование Лапласа, которое для функций, отличных
от нуля лишь при t ≥ 0, имеет вид:

L[f(t)] = f(p) =

∞∫︂
0

f(t) e−pt dt.(7)
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Здесь p — комплексная переменная, равная p = r + iω (несмотря
на одинаковое обозначение f(t) и f(p) совершенно разные функции).
При p = iω выражение (7) соответствует преобразованию Фурье.

Это преобразование линейно (сумме оригиналов соответствует
сумма отображений) и преобразует свертку оригиналов в произведение
изображений, так что

z(p) = x(p) y(p).

Интегрирование оригинала f(t) и его дифференцирование при
f(0) = 0 сводится в области преобразований к делению и умножению
f(p) на p, что очень облегчает решение линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами.

Рассмотренные ниже преобразования в значительной степени
базируются на преобразованиях Лапласа и Фурье. Они преобразуют
свертку оригиналов в сумму отображений. Приведем примеры таких
преобразований:

Пример 1. Суммы одинаковых степеней корней xi алгебраического
уравнения Pn(x) = 0 (суммы Ньютона) связаны с его коэффициентами
aj формулами Ньютона [7]:

sk =

n∑︂
j=1

xk
j = −1

⎛⎝k−1∑︂
j=1

ajsk−j + akk

⎞⎠ ,(8)

s0 = n, a0 = 1, ak = 0 при k > n.

Если полином представляет собой произведение двух полиномов,
последовательность его коэффициентов равна свертке последова-
тельностей коэффициентов каждого из сомножителей, а множество
корней равно объединению множеств корней каждого из сомножителей.
Суммы Ньютона такого полинома получаются посредством сложения
сумм Ньютона для сомножителей. Так что формулы (8) преобразуют
свертку в сумму.

Пример 2. Кумулянты (семиинварианты) kj плотности распре-
деления f(x) случайной величины x представляют собой коэффициенты
разложения в ряд Маклорена логарифма характеристической функ-
ции W (iω) (преобразования Фурье от f(x) или, что то же самое,
математическое ожидание eiωx).

Коэффициенты этого разложения имеют вид:

kj = (−i)j
dj

dωj
lnW (iω)ω=0.(9)
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Коэффициент k1 равен математическому ожиданию случайной величи-
на, а k2 — ее дисперсии. Для нормального закона распределения все
остальные кумулянты равны нулю. Поэтому отличие от нуля других
коэффициентов kj характеризует отличие закона распределения от
нормального.

Так как плотность распределения суммы случайных величин
z = x + y равна свертке плотностей распределения слагаемых, ее
характеристическая функция равна произведению характеристических
функций слагаемых, а логарифм этой функции равен сумме логарифмов
характеристических функций для плотностей распределения слагаемых.
Так что переход к кумулянтам соответствует переходу от свертки
плотностей распределения f1(x) и f2(y) к сумме последовательностей
kj для каждой из этих плотностей. В литературе (см.[8] и др.) переход
от плотностей распределения к последовательности кумулянтов назван
кумулянтным преобразованием. Следуя [9,10], будем называть так
любые преобразования, переводящие свертку исходных функций
в сумму преобразованных.

В обоих рассмотренных примерах осуществляется переход от одной
функции действительного переменного к другой функции (последова-
тельности), также зависящей от действительного переменного.

Отображение свертки в сумму реализует и переход от функции
f(t) к логарифму модуля (методы логарифмических частотных
характеристик) или к фазе ее преобразования Фурье.

Ниже мы рассмотрим подобные переходы как частный случай
интегрального преобразования, покажем, как такое преобразование
связано с преобразованием Лапласа, чему оно равно для ряда кон-
кретных функций и операций, обсудим, где использование подобного
преобразования может быть целесообразным.

Число кумулянтных преобразований сколь угодно велико, так как
требование кумулянтности определяет каждое из них с точностью до
произвольного линейного оператора. Вид этого оператора можно
уточнить, наложив добавочное требование, облегчающее применение
преобразования в том или ином классе прикладных задач. В пре-
образовании, которое рассмотрено ниже, мы потребовали, чтобы
функция Хевисайда и, как следствие, любая экспоненциальная функция
преобразовывалась в себя.
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1. Свойства кумулянтного преобразования и выбор линейного
оператора

1.1. Связь с преобразованием Лапласа

Обозначим кумулянтное преобразование функции f(t) как K[f

(t)] = F (r). Свертка y(t) =
t∫︁
0

x(t − τ)k(τ)dτ после преобразования

по Лапласу примет форму

y(p) = X(p) k(p),(10)

а после кумулянтного преобразования

Y (r) = X(r) +K(r).(11)

Преобразование по Лапласу равенства (11) имеет вид:

Y (p) = X(p) +K(p).(12)

Из сравнения выражений (10) и (12) следует, что кумулянтное
преобразование функции связано с оригиналом через их изображения
по Лапласу как:

F (p) = A[ln f(p)],(13)

где A — произвольный линейный оператор (интегрирования, дифферен-
цирования, умножения на функцию от r и пр.).

Уточним вид оператора A из условия, чтобы кумулянтное преобра-
зование функции Хевисайда 1(t) было равно единичной функции 1(r)

(K[f(t) = 1(t)] = 1(r)). После подстановки в (13) получим:

L[1(r)] =
1

p
= A[lnL[1(t)] = A[− ln p].(14)

Этому уравнению удовлетворяет оператор A0 = − d
dp . Для такого

оператора равенство (13) перепишется в форме:

F (p) = −df(p)/dp

f(p)
.(15)

Переходя во временную область и учитывая, что производной
преобразования Лапласа соответствует оригинал вида −tf(t), получим
связь между оригиналом f(t) и его кумулянтным преобразованием
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F (r):
t∫︂

0

F (r) f(t− r)dr =

∫︂ t

0

F (t− r) f(r)dr = tf(t).(16)

Заменив в равенстве (16) интеграл дискретной суммой по формуле
трапеций, можно разрешить получившееся выражение относительно
преобразования. Получим

F (r) =
1

0, 5f(0)

[︄
f(r)(r − 0, 5F (0))−

r−1∑︂
n=1

F (r − n) f(n)

]︄
.(17)

Для функций F и f , равных нулю при отрицательных значениях
аргумента, из (17) следует, что F (0) = −F (0) = 0.

Если равенство (16) в дискретной форме разрешить относительно
оригинала, получим обратное преобразование в виде:

f(n) =
1

n− 0, 5F (0)

[︄
0, 5F (n) f(0) +

n−1∑︂
r=1

F (r) f(n− r)

]︄
.(18)

Такой переход для дискретных функций проще, чем для пре-
образования Лапласа, поскольку использует конечные суммы, а не
бесконечный ряд.

Из сравнения (8) и (17) видно, что формулы Ньютона реализуют
кумулянтное преобразование с оператором AN = −A0.

1.2. Кумулянтное преобразование некоторых функций

Преобразование функции Хевисайда единичного скачка было рас-
смотрено выше.

Преобразование экспоненты e−at, a > 0, как нетрудно видеть,
равно e−ar. Экспонента является неподвижной точкой преобразо-
вания и при отрицательных значениях a.

Для преобразования функции Дирака δ(t− τ), преобразование
Лапласа которой равно e−pτ , формула (15) примет вид:

L[K[δ(t− τ)]] = −d/dp(e−pτ )

e−pτ
= τ.(19)

Таким образом, кумулянтное преобразование функции Дирака
равно K[δ(t− τ)] = τδ(r).
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Преобразование f(t) = sinωt в соответствии с (15) равно

L−1

[︃
2p

p2 + ω2

]︃
= 2 cosωr.(20)

1.3. Кумулянтное преобразование некоторых операций

Умножение функции на константу не меняет ее преобразова-
ния. Это следует непосредственно из (15).

Сдвиг функции на τ вправо во временной области в области
преобразований соответствует сложению F (r) с дельта-функцией,
имеющей площадь τ , τδ(r) (это свертка со сдвинутой на τ
функцией Дирака).

Интегрирование представляет собой свертку с функцией Хевисай-
да, значит оно в области преобразований приводит к добавлению
к преобразованию функции слагаемого 1(r). Двойному последова-
тельному интегрированию соответствует добавление двух таких
слагаемых, и т.д. Так что

K[tn] = (n+ 1)1(r).(21)

Дифференцирование обратно интегрированию и для функций
f(t), равных нулю при t = 0, кумулянтное преобразование
производной df(t)/dt равно F (r)− 1(r).

Теорема подобия кумулянтного преобразования
K[f(at)] = F (ar).

следует из теоремы подобия преобразования Лапласа (см. [2])
L[f(at) = 1

af(
p
a )] с использованием формулы (15)

Умножение оригинала на экспоненту соответствует той же опе-
рации в области преобразований:

L[K[f(t)e−ct]] =

(︃
−df(p− c)/dp

f(p− c)

)︃
= L[F (r)](p− c) →

→ K[f(t)e−ct] = K[f(t)]e−cr.

(22)

Деление. Пусть функция z(t) такова, что ее преобразование
Лапласа z(p) = 1

f(p) , тогда ее кумулянтное преобразование
Z(r) = −F (r).

Tеоремы о конечном и начальном значении для кумулянтного
преобразования следуют с учетом (15) из теорем о начальном и
конечном значении преобразования Лапласа:

limF (r)r→∞ = lim
p→0

(︃
−p

df(p)/dp

f(p)

)︃
,(23)
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limF (r)r→0+ = lim
p→∞

(︃
−p

df(p)/dp

f(p)

)︃
.

В частности, если преобразование Лаплaса для f(t) имеет
форму полинома Pn(p) = a0p

n+a1p
n−1+...+an, то limF (r)r→∞ =

0, а F (0) = −n.
Площадь под кривой F (r), если она ограничена, равна

lim
p→0

(︃
−df(p)/dp

f(p)

)︃
,

а так как предельное значение знаменателя равно интегралу от
функции f(t), а предельное значение числителя — интегралу от

tf(t), то площадь под F (r) равна первому моменту
∞∫︁
0

tfN (t)dt

нормированной функции оригинала

fN (t) =
f(t)∫︁∞

0
f(t)dt

.

Суммирование с δ-функцией . Преобразование Лапласа для
z(t) = δ(t) + f(t) равно 1 + f(p). С использованием равен-
ства (16) получим выражение, связывающее K[z(t)] = Z(r) и
f(t):

tf(t) = Z(t) +

∫︂ t

0

Z(r)f(t− r) dr.(24)

Так как кумулянтное преобразование инвариантно к умножению
оригинала на скаляр, то при обратном преобразовании оригинал
определен с точностью до множителя. Этот множитель можно найти,
пользуясь тем, что площадь свертки равна произведению площадей
составляющих.

2. Некоторые возможности использования в динамике
линейных систем

Переходные процессы в динамических системах. При построении
переходных процессов в линейных системах и решении интегральных
уравнений, содержащих свертки искомых функций, определенную
сложность представляют структуры, в которых несколько динамических
звеньев соединены последовательно или по принципу обратной связи.
В этом случае переходят к преобразованию Лапласа, разрешают
уравнение относительно преобразования Лапласа неизвестной функции,
а затем, реализуют обратное преобразование. Обратное преобразование
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Лапласа реализуют численно, представив изображение как сумму
функций, для которых оригиналы известны. Линейность преобразования
Лапласа позволяет найти оригинал суммы как сумму оригиналов
для каждого из слагаемых. Сложности возникают, когда разложение
преобразования содержит бесконечное число слагаемых.

Использование кумулянтного преобразования может упростить
такое решение. Поясним это на конкретном примере [11]. Пусть
требуется найти внешнее воздействие u(t), при подаче которого на вход
динамической системы, состоящей из пяти одинаковых устойчивых
колебательных звеньев, процесс на выходе совпадает с заданной
функцией f(t). Импульсная характеристика каждого звена равна
ke−at sinωt. Для решения нужно найти кумулянтное преобразование
F (r) желаемого выхода и вычесть из него преобразование импульсной
переходной функции системы, равное 10e−ar cosωr. После чего перейти
к оригиналу, который и является искомым решением. Такой переход
для дискретных функций проще, чем для преобразования Лапласа.

Переход от фазы или от логарифма модуля изображения по Фурье
вообще не определен.

Аппроксимация функции сверткой стандартных функций. Подобно
аппроксимации суммой стандартных функций (рядом), произведением,
рациональной функцией, в ряде случаев может оказаться целесообраз-
ной аппроксимация сверткой стандартных функций с выбираемыми
параметрами [14]. Переход к кумулянтному преобразованию сводит эту
задачу к хорошо изученной задаче приближения преобразованной
функции.

Преобразование импульсной переходной функции системы с обрат-
ной связью. Передаточная функция системы с отрицательной обратной
связью имеет вид

W (p) =
f(p)

1 + q(p)
,

где q(p) — передаточная функция разомкнутой системы. Кумулянтное
преобразование импульсной характеристики системы z(t) равно
разности преобразования функции, изображение которой находится
в числителе, и функции, изображение которой находится в знаменателе,
т.е.

K[z(t)] = Z(r) = F (r)−K[δ(t) + q(t)].(25)

Выше были приведены выражения для расчета каждого из этих
слагаемых. Общие свойства преобразования облегчают такой расчет.
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3. Асимптотическое поведение коэффициентов устойчивых
полиномов

Рассмотрим линейную динамическую систему, характеристическое
уравнение которой имеет форму

Pn(y) =

n∑︂
i=0

aiy
i = 0,(26)

где ai — действительные коэффициенты, а коэффициент an при yn

равен единице.
Система устойчива, если все корни характеристического уравнения

(26) лежат левее мнимой оси. Будем предполагать, что действительные
части корней характеристического уравнения отделены от нуля, т.е.
найдется такое не зависящее от n значение ρ > 0, что расстояния всех
корней уравнения (26) от мнимой оси, ri ≥ ρ. Полином Pn(y) называют
устойчивым.

Любой полином степени n с действительными коэффициентами
можно представить как произведение элементарных полиномов с дей-
ствительными коэффициентами, степени которых равны единице
и двум («основная теорема алгебры»). Для устойчивого полинома
коэффициенты каждого из элементарных полиномов так же отделены
от нуля [12].

Элементарный полином первой степени P1i(y) = y + ri соответ-
ствует действительному отрицательному корню, расположенному
на расстоянии ri от мнимой оси. Элементарный полином второй степени

P2i(y) = y2 + 2riy + r2i + ω2
i(27)

соответствует паре комплексно–сопряженных корней с действительной
частью −ri и мнимой частью ±ωi. Так как все коэффициенты эле-
ментарных полиномов положительны, то коэффициенты полинома
Pn(y)(свертка коэффициентов элементарных полиномов) должны быть
больше нуля. Однако это условие лишь необходимое.

Необходимые и достаточные условия дают критерии устойчивости
Рауса-Гурвица и Михайлова [12], требующие для полинома высокой
степени достаточно трудоемких вычислений. Поэтому заманчиво
получить дополнительную информацию об устойчивости непосред-
ственно по виду последовательности коэффициентов ai. Приведенные
ниже утверждения позволяют судить о некоторых свойствах этой
последовательности именно для полиномов высокой степени.
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Далее будем нормировать коэффициенты полинома, разделив
каждый коэффициент на их сумму, так что для полинома P1i(y)

коэффициенты после нормировки равны

pi = 1/(1 + ri), qi = 1− pi = ri/(1 + ri),(28)

при y в первой и в нулевой степени соответственно. Первый и второй
центральный моменты для такого полинома:

m1i = pi, d1i = piqi.(29)

Для элементарного полинома второй степени (27) получим коэффи-
циенты при y в квадрате, в первой и нулевой степени:

pi =
1

σi
, zi =

2ri
σi

, qi =
r2i + ω2

i

σi
.(30)

Здесь через σi обозначена сумма коэффициентов полинома второй
степени:

σi = (1 + ri)
2 + ω2

i .

Первый и второй центральный моменты последовательности
коэффициентов устойчивого полинома второй степени равны:

m2i = zi + 2pi, d2i = m2
2iqi + (1−m2i)

2zi + (2−m2i)
2pi.(31)

Нормированная последовательность коэффициентов bi =
ai∑︁n
i=0 ai

полинома Pn(y) равна свертке нормированных последовательностей
коэффициентов элементарных полиномов, а ее первый и второй
центральный моменты, равные сумме соответствующих моментов эле-
ментарных полиномов (см. свойство 5 свертки), могут быть подсчитаны
непосредственно через bi как:

Mn =

n∑︂
i=0

ibi, Dn =

n∑︂
i=0

(i−Mn)
2bi.(32)

Первоначально рассмотрим случай, когда все корни полинома
Pn(y) действительные и кратные, т.е. он равен с учетом нормировки:

Pn(y) =
(︂ y

1 + r
+

r

1 + r

)︂n

= (py + q)n.(33)

Коэффициенты этого полинома образуют последовательность биноми-
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альных коэффициентов [13]:

bni =
n!

i!(n− i)!

(︂ 1

1 + r

)︂i(︂ r

1 + r

)︂n−i

=
n!

i!(n− i)!
piqn−i, i = 0, 1, ..., n.

(34)

Согласно предельной теореме Муавра-Лапласа, при стремлении n
к бесконечности нормированная последовательность биномиальных
коэффициентов сходится к нормальному распределению N(i, n). А
именно:

bni =
1√

2πDn

e
−x2(i,n)

2 (1 + δn) = N(i, n)(1 + δn).(35)

В этом выражении

x(i, n) =
i−Mn√

Dn

,(36)

Mn и Dn — первый и второй центральный моменты последовательности
биномиальных коэффициентов. В данном случае они равны np и npq
соответственно. Зависимость x(i, n) равномерно по i, n ограничена, т.е.
существуют такие значения A и B, что −∞ < A < x(i, n) < B < ∞.

Величина δn, определяющая различие между последовательностью
bni и нормальным дискретным распределением N(i, n), стремится
к нулю с ростом n так, что равномерно по i

|δn| <
C√
n
,(37)

где C — положительная константа, не зависящая от n, i.
В общем случае для полинома Pn(y) с нормированными коэффици-

ентами первый момент Mn может быть подсчитан по формуле (32).
Так, для полинома (34) Mn = np.

Подчеркнем три особенности функции N(i, n):
(1) Она унимодальна.
(2) Ее максимум соответствует i = Mn.
(3) Величина этого максимума равна 1√

2πDn
.

Свойство (35) называют свойством асимптотической нормальности.
Теорему Муавра–Лапласа обычно относят к теории вероятностей.

Но по существу она посвящена свойству последовательных сверток
положительных нормированных дискретных функций. В случае
биномиальных коэффициентов эти дискретные функции одинаковы.
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3.1. Формулировка Ляпунова центральной предельной теоремы

В этой формулировке центральной предельной теоремы (ЦТП) не
требуется, чтобы сворачиваемые дискретные функции были одинаковы.
Она утверждает, что при некотором доказанном Ляпуновым условии
результат свертки положительных нормированных функций, имеющих
первый и второй центральные моменты, а также абсолютный цен-
тральный момент степени, большей двух, для достаточно большого
значения n приближается к нормальному распределению N(i, n),
фигурирующему в (35).

Через ci обозначим абсолютный центральный момент степени
большей двух для i-го элементарного полинома Pi(y), имеющего
нормированные коэффициенты bji, т.е.

ci(ϵ) =
∑︂
j

|j −mi|2+ϵbji,

где ϵ > 0, а через Cn(ϵ) =
∑︁n

i=1 ci(ϵ).
Формулировка Ляпунова ЦПТ состоит в следующем [15], [16]:
Для того, чтобы плотность распределения свертки положительных

нормированных дискретных функций была асимптотически нормальной,
достаточно существования такого значения ϵ0 > 0, чтобы для всех
0 < ϵ < ϵ0

lim
n→∞

Ln(ϵ) = lim
n→∞

Cn(ϵ)

D1+0,5ϵ
n

= 0.(38)

Дробь Ln(ϵ), в левой части этого выражения называют дробью
Ляпунова.

Как и классическая формулировка ЦПТ, теорема Ляпунова
определяет свойство свертки детерминированных положительных
функций, для каждой из которых существуют mi, di, ci. Эти функции
могут быть разными. Для асимптотической нормальности их свертки
достаточно выполнения условия (38). В качестве меры погрешности
приближения δn используется дробь Ляпунова или функция от нее,
стремящаяся к нулю при Ln → 0.

Процитируем оценку этой теоремы из посвященной ей статье
в Википедии: «Практическое значение теоремы Ляпунова огромно.
Опыт показывает, что закон распределения суммы независимых
случайных величин, сравнимых по своему рассеиванию, достаточно
быстро приближается к нормальному. Уже при числе слагаемых
порядка десяти закон распределения суммы можно заменить на нор-
мальный.»
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3.2. Условие асимптотической нормальности
последовательности коэффициентов устойчивых
полиномов

Нормированная последовательность bi коэффициентов полинома
Pn(y) представляет собой свертку нормированных последовательностей
коэффициентов элементарных полиномов. Роль плотностей распреде-
ления играют нормированные последовательности положительных
коэффициентов элементарных полиномов. Эти коэффициенты меньше
единицы, и равны нулю при i > 2 и i < 0, так что для них все пере-
численные выше моменты существуют. Они определены значениями
корней характеристического уравнения.

Таким образом, из теоремы Ляпунова вытекает Следствие: Для
того, чтобы последовательность коэффициентов устойчивого поли-
нома Pn(p) обладала свойством асимптотической нормальности,
достаточно, чтобы характеристики элементарных полиномов mi,
di, ci(ϵ) удовлетворяли условию Ляпунова (38) при ϵ > 0.

Ниже получены условия, наложенные на элементарные полиномы
(т.е. на расположение корней характеристического уравнения), при
которых требование (38) выполнено.

1. Так как коэффициенты элементарных полиномов отделены
от нуля, то второй центральный момент каждого из них di ≥ δ > 0.
В силу этого с ростом n второй центральный момент Dn полинома Pn

неограниченно возрастает.
2. В силу малости ϵ и гладкости зависимостей ci(ϵ) числитель дроби

Ляпунова может быть представлен в форме Cn = Dn + ϵSn + o(ϵ), где

Sn =

n∑︂
i=1

(︃
dci
dϵ

)︃
ϵ=0

,

а остаточный член o(ϵ)
ϵ → 0 при ϵ → 0.

Покажем, что для выполнения условия Ляпунова достаточно
выполнения неравенства:(︃

dci
dϵ

)︃
ϵ=0

< 0 ∀i.(39)

Здесь, как и выше, строгое неравенство соответствует тому, что
найдется такое значение η < 0, что для всех значений i производная,
фигурирующая в условии (39), не превосходит η.

Если неравенство (39) выполнено, то для каждого из элементарных
полиномов di > ci(ϵ). В этом случае Cn(ϵ) < Cn(0) = Dn и справедливо
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неравенство:

Ln(ϵ) <
Dn

D1+0,5ϵ
n

=
1

D0,5ϵ
n

.(40)

С ростом Dn правая, а значит и левая часть неравенства стремится
к нулю.

3.3. Полином первой степени

Покажем, что условию (39) удовлетворяет полином с отрица-
тельными действительными корнями, находящимися от мнимой оси
на расстояниях 0 < ri < ∞. Выражение для моментов такого полинома
записаны в (31).

Центральный момент ci(ϵ) для такой последовательности коэффи-
циентов равен:

ci = p2+ϵ
i qi + (1− pi)

2+ϵpi = piqi(p
1+ϵ
i + q1+ϵ

i ) = diRi(ϵ).(41)

Производная (︃
dci
dϵ

)︃
ϵ=0

= di(pi ln pi + qi ln qi) =

= di
[︁
pi ln pi + 1− (1− pi) ln(1− pi)

]︁
< 0.

(42)

Здесь учтено, что сумма коэффициентов p+ q = 1 и они строго положи-
тельные. При этих условиях функция Гиббса, стоящая в неравенстве
(42) в квадратных скобках, отрицательная для 0 < p < 1.

Таким образом условие (39) выполнено, и для любого устойчивого
полинома с действительными отрицательными и ограниченны-
ми по модулю корнями последовательность его коэффициентов
асимптотически нормальна.

3.4. Полином второй степени

Для элементарного полинома второй степени достаточное условие
сходимости может быть нарушено в некоторой области значений его
коэффициентов. Найдем границу, выделяющую эту область.

Абсолютный момент степени большей двух для элементарного
квадратного полинома

ci(ϵ) = pim
2+ϵ
i + zi|(1−mi)|2+ϵ + qi(2−mi)

2+ϵ.(43)

Каждая из входящих в это выражение переменных зависит от дей-
ствительной и мнимой части соответствующей пары корней ri, ωi

в соответствии с (30)-(31).
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Для выполнения условия Ляпунова достаточно, чтобы для любого
i, выполнялось условие (39). Опуская технические выкладки, запишем
требование отрицательности производной:

qim
2
i lnmi + zi(1−mi)

2 ln |1−mi|+ pi(2−mi)
2 ln(2−mi) < 0.(44)

Число независимых параметров в левой части этого неравенства
равно двум, так как

p = m+ q − 1, z = m− 2p.(45)

Так как каждый из этих коэффициентов больше нуля и меньше
единицы, то в плоскости с координатами q,m можно выделить область
реализуемости:

1−m < q < 1− 0, 5m.

Граница, определяемая неравенством (44), выделяет в этой области
множество, прилегающее к ее верхней границе. Cама эта граница
соответствует полиному второй степени с чисто мнимыми корнями.
Поэтому, если устойчивый полином имеет большую часть корней,
близких к мнимой оси, то условие Ляпунова может быть нарушено.
В остальных случаях последовательность его коэффициентов асимпто-
тически нормальна. Расчеты показывают, что если 1− 0, 5m− q > 0, 06,
то условие Ляпунова выполнено.

Для того, чтобы проверить, является ли последовательность коэф-
фициентов полинома высокой степени n асимптотически нормальной (а
значит полином — устойчивым), нужно эти коэффициенты нормировать,
найти Mn и Dn. Коэффициенты bi должны быть максимальны для
i ≈ Mn, а их максимальное значение должны быть приближенно равно
1/
√
2πDn.

Заключение

Рассмотрено одно из интегральных преобразований, переводящих
свертку оригиналов в сумму изображений. От других преобразования
такого рода оно отличается тем, что экспоненциальные функции при
преобразовании не изменяются, и простотой формул для прямого и
обратного преобразования.

Найдено преобразование для некоторых функций и операций
дифференцирования, интегрирования, изменения масштаба аргумента
и др. Показано, что для устойчивых полиномов высокой степени,
у которых все коэффициенты отделены от нуля, а корни действительны,
нормированная последовательность коэффициентов близка по форме
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к биномиальной. Получено неравенство, выделяющее область, в которой
тем же свойством обладают устойчивые полиномы с комплексными
корнями.

Авторы выражают признательность за обсуждение работы и
полезные замечания С.В. Знаменскому, С.С. Пухову и особенно
Ю. Л. Сачкову.
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Anatoly M. Tsirlin, Margarita A. Zaeva. Conversions of the convolution operation
to the sum and the asymptotic behavior of the stable polynomials coefficients.

Abstract. Consider the integral transformations which convert convolution in
the domain of originals (functions of scalar real variable) into the sum of images
(functions of scalar real variable). All these transformations are given up to a
linear operator.

We discuss the properties of one of these transformations, which converts any
exponent the exponent: its relationship with the Laplace transform, transform of
some particular functions and operations differentiation, integration, shift, time
scaling, multiplication by the exponent, etc.

Transformations of this type we call cumulative by analogy with the
transition from the density distribution of a random variable to its cumulants. We
show that Newton’s formulas that realize the relation of sums of the same powers
of the roots of a polynomial with its coefficients are cumulative transformation.
Also, any transition of real variable function to its phase (same as the logarithm
of the module of its Fourier transform) is.

We discuss the possible applications and obtain the conditions under which
the sequence of coefficients of a stable polynomial with increasing its degree is
asymptotically normal.
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