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Достаточные условия относительного минимума для
дискретно-непрерывных систем

Аннотация. На основе аналога достаточных условий оптимальности Кротова
выводятся достаточные условия относительного минимума для дискретно-
непрерывных систем (ДНС). Эти условия могут быть использованы как
проверочные для предлагаемого режима управления, так и для построения
численных методов.
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Введение

Гибридные системы, к которым относят системы переменной стру-
ктуры [1], дискретно-непрерывные системы [2], логико-динамические
системы [3,4], импульсные системы [5] и ряд других, заняли прочное
место в теории оптимального управления. Иногда вместо термина
гибридные употребляют название— гетерогенные. Им отводят секции
на конференциях по управляемым системам, по этой же тематике
издаются специальные журналы. Для каждого типа таких систем
строятся математические модели и предлагаются методы их изучения и
исследования.

Далее рассматривается один из классов гибридных систем: так
называемые дискретно-непрерывные системы (ДНС), для которого
характерна с течением времени смена описаний в терминах управляемых
дифференциальных систем. Для указанного класса в [2,6–8] предложена
двухуровневая математическая модель, в которой нижний уровень
представляет собой описания однородных непрерывных процессов
на отдельных этапах, а верхний уровень (дискретный) связывает эти
описания в единый процесс и управляет функционированием всей
системы в целом с целью обеспечения минимума функционала.
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Для такой модели получены достаточные условия оптимальности
типа Кротова и построены методы улучшения управления [6–8].
Указанные достаточные условия позволяют найти глобальный минимум
функционала в поставленной ЗОУ. Однако для практических задач та-
кой поиск сопряжен с большим количеством трудностей обусловленных,
например, сложной структурой множества допустимых управлений или
специфическими ограничениями на переменные состояния. Поэтому
большинство разработанных численных методов, начиная с градиентно-
го, позволяют найти лишь относительный минимум функционала.
Однако проверить, действительно ли найденное решение или предлага-
емое специалистами, из области практической задачи, доставляет
функционалу относительный минимум не представляется возможным.
Цель работы— ликвидировать этот пробел: получить достаточные
условия относительного минимума, которые можно использовать для
оценки предлагаемого решения задачи, а в дальнейшем для построения
численных методов.

1. Модель дискретно-непрерывной системы

Пусть задана абстрактная дискретная управляемая система [9]:

x(k + 1) = f
(︁
k, x(k), u(k)

)︁
, k ∈ K = {kI , kI + 1, . . . , kF },(1)

где k— номер шага (этапа), не обязательно физическое время, x и u—
соответственно переменные состояния и управления, f — оператор. Все
указанные объекты— произвольной природы (возможно, различной)
для различных k, U(k, x)— заданное при каждом k и x множество,
kI , kF — начальный и конечный шаги соответственно. На некотором
подмножестве K′ ⊂ K, kF /∈ K′ действует непрерывная система
нижнего уровня

ẋc =
dxc

dt
= f c(z, t, xc, uc), t ∈ T(z) = [tI(z), tF (z)],(2)

xc ∈ Xc(z, t) ⊂ Rn(k), uc ∈ Uc(z, t, xc) ⊂ Rp(k), z = (k, x, ud).

Здесь Uc(z, t, xc)— заданное множество.
Оператор правой части (1) имеет вид

f(k, x, u) = θ(z, γc),

где

γc = (tI , x
c
I , tF , x

c
F ) ∈ Γc(z),

Γc(z) =
{︁
γc : tI = τ(z), xcI = ξ(z), (tF , x

c
F ) ∈ ΓcF (z)

}︁
.
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Здесь z = (k, x, ud)— совокупность переменных верхнего уровня,
играющих на нижнем уровне роль параметров, ud — переменная
управления произвольной природы, tI = τ(z), xcI = ξ(z)— заданные
функции z.

Решением этой двухуровневой системы считается набор m =
=

(︁
x(k), u(k)

)︁
, называемый дискретно-непрерывным процессом. При

k ∈ K′ имеется в виду u(k) =
(︁
ud(k),mc(k)

)︁
, где mc(k) ∈ Dc

(︁
z(k)

)︁
—

непрерывный процесс
(︁
xc(k, t), uc(k, t)

)︁
, t ∈ T

(︁
z(k)

)︁
. Здесь под Dc(z)

подразумевается множество допустимых процессов mc, удовлетворяю-
щих указанной дифференциальной системе (2) c дополнительными
ограничениями. Предполагается, что uc(k, t)— кусочно-непрерывные
функции, а xc(k, t)— кусочно-гладкие (на каждом дискретном шаге k).

Совокупность элементов m, удовлетворяющих всем выше пере-
численным условиям, обозначим через D и назовем множеством
допустимых дискретно-непрерывных процессов.

Для модели (1), (2) рассматривается задача о поиске минимума
на D функционала I = F (x(kF )) при фиксированных kI = 0, kF = K,
x(kI) и дополнительных ограничениях

x(k) ∈ X(k), xc ∈ Xc(z, t),(3)

X(k), Xc(z, t)— заданные множества.
Заметим, что модель (1), (2) удобна для представления неоднород-

ных управляемых процессов. Ее нижний уровень представляет собой
описания однородных процессов на отдельных этапах, а верхний— свя-
зывает эти описания в единый процесс и управляет функционированием
всей системы в целом. В различных задачах управления, в частности
в задачах оптимизации, оба уровня рассматриваются во взаимодействии.
Взаимодействие с каждой подсистемой нижнего уровня осуществляется
через границу этой подсистемы и соответствующего непрерывного
процесса γc.

Для удобства изложения приведем используемые далее основные
конструкции и сами достаточные условия оптимальности.

2. Достаточные условия улучшения и оптимальности
управления

Достаточные условия оптимальности для такой модели получаются
по аналогии с условиями Кротова для дискретных и непрерывных
систем следующим образом. Из ограничений множеств D и Dc исклю-
чаются дискретная цепочка и дифференциальная система, и вводятся
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функционалы φ(k, x), φc(z, t, xc). Последний можно рассматривать как
параметрическое семейство функций от аргументов t, xc с параметром
z, которые считаются непрерывными, и по крайней мере, непрерывно-
дифференцируемыми по этим аргументам, где z =

(︂
k, x(k), ud(k)

)︂
.

Кроме того, рассматривается обобщенный лагранжиан по аналогии
с лагранжианами Кротова для дискретных и непрерывных cистем:

L = G
(︁
x(kF )

)︁
−

∑︂
K\K′\kF

R
(︁
k, x(k), u(k)

)︁
+

+
∑︂
K′

(︃
Gc

(︂
z(k), γc

(︁
z(k)

)︁)︂
−

−
∫︂

T(z(k))

Rc
(︁
z(k), t, xc(k, t), uc(k, t)

)︁
dt

)︃
,

G(x) = F (x) + φ(kF , x)− φ
(︁
kI , x(kI)

)︁
,

R(k, x, u) = φ
(︁
k + 1, f(k, x, u)

)︁
− φ(k, x),

Gc(z, γc) = −φ
(︁
k + 1, θ(z, γc)

)︁
+ φ(k, x) + φc(z, tF , x

c
F )−

− φc(z, tI , x
c
I),

Rc(z, t, xc, uc) = φcTxc f c(z, t, xc, uc) + φct(z, t, x
c),

µc(z, t) = sup
{︁
Rc(z, t, xc, uc) : xc ∈ Xc(z, t), uc ∈ Uc(z, t, xc)

}︁
,

lc(z) = inf
{︁
Gc(z, γc) : γc ∈ Γ(z), xc ∈ Xc(z, tF )

}︁
,

µ(k) =

sup
{︁
R(k, x, u) : x ∈ X(k), u ∈ U(k, x)

}︁
, t ∈ K \K′,

− inf
{︂
lc(z) : x ∈ X(k), ud ∈ Ud(k, x)

}︂
, k ∈ K′,

l = inf{G(x) : x ∈ Γ ∩X(K)}.

Здесь φcxc — градиент φc в пространстве (xc), T — знак транспонирова-
ния.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть имеются последовательность дискретно-
непрерывных процессов {ms} ⊂ D и функционалы φ, φc, такие
что:
1) µc(z, t)— кусочно-непрерывна при каждом z;
2) R

(︁
k, xs(k), us(k)

)︁
→ µ(k), k ∈ K;

3)
∫︁
T(zs)

(︂
Rc

(︁
zs, t, x

c
s(t), u

c
s(t

c)
)︁
− µc(zs, t)

)︂
dt→ 0 при всех k ∈ K′

и t ∈ T(zs);
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4) Gc(zs, γ
c
s)− lc(zs) → 0, k ∈ K′;

5) G
(︁
xs(tF )

)︁
→ l.

Тогда последовательность {ms}— минимизирующая для I на D.

Доказательство дано в [6,8].

3. Относительный минимум

Предположим, что xc(k, tI) = ξ
(︁
k, x(k)

)︁
, kI , kF , x(kI), tI(k), tF (k)

фиксированы, ограничения на переменные состояния обоих уровней и
управления верхнего уровня отсутствуют и подсистемы нижнего уровня
не зависят от ud, X(k) = Rd(k), Xc(k, t) = Rp(k),U(k,x) = Rr(k), а
используемые конструкции достаточных условий оптимальности таковы,
что справедливы все ниже следующие операции. Пусть x̄(k), x̄c(k, t)
элементы из D, причем имеется, по крайней мере, по одному элементу
u(k), uc(k, t), соответствующих значениям x̄(k + 1), x̄c(k, t), а именно
ū(k), ūc(k, t), которые являются внутренними точками множеств U,Uc.

Обозначим через Dϵ подмножество элементов множества D,
удовлетворяющих дополнительным условиям

|x(k)− x̄(k)| < ϵ, |xc(k, t)− x̄c(k, t)| < ϵ, ϵ > 0.

Будем говорить, что функционал I достигает на дискретно-непре-
рывном процессе m̄ относительного минимума на D, если I(m̄) = inf

Dϵ

I.

На основании выше указанной теоремы достаточными условиями
относительного минимума функций R, Rc являются:

dR = 0, dP c = 0,(4)
d2R < 0, d2P c < 0,(5)

где P c(k, t, xc) = sup
uc∈Uc

Rc(k, t, xc, uc).

Рассмотрим конкретный вид этих условий, как указано выше, для
задачи со свободным правым концом, т.е. когда x(kI) фиксировано, а
x(kF ) ∈ Rd(k) свободно. При этом будем считать, что множество Γc(z)
имеет вид: Γc(z) = {γc : xcI = ξ(z), xcF ∈ Rp(k)}.

Из условия (4) следует, что

Rx = 0, Ru = 0, P cxc = 0, P cx = 0,(6)

где dR = RTx∆x+RTu∆u. Все указанные производные подсчитаны
на элементе m̄.
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Из (6) имеем:

ψ(k) = Hx, Hu = 0,

H(k, ψ, x, u) = ψT (k + 1)f(k, x, u), k ∈ K \K′,
(7)

ψ̇c(k, t) = −Hc
xc , λ̇(k, t) = Hc

x,

H(k, ψ, xcI , x
c
F ) = ψT (k + 1)θ(k, xcI , x

c
F ), k ∈ K′ \ kF ,

(8)

Hc(k, t, x, xc, uc) = ψcT(k, t)f c(k, t, xc, uc), Hc = sup
uc

Hc.

Условие d2R < 0 или

d2R = ∆xTRxx∆x+ 2∆xTRxu∆u+∆uTRuu∆u < 0

для k ∈ K \K′, как и в [10], заменим равносильными:

max
∆u

d2R < 0,(9)

∆uTRuu∆u < 0.(10)

Поскольку максимум достигается в стационарной точке, будем
иметь RTxu∆x+Ruu∆u = 0, откуда ∆u = −R−1

uuRxu∆x. Тогда max
∆u

d2R =

= ∆xT (Rxx −RxuR
−1
uuR

T
xu)∆x.

Вводя в рассмотрение отрицательно определенную матрицу Θ(k) и
с учетом вида производных Rxx, Rxu, Ruu, условие (6) запишем в виде
равенства:

σ(k) = fTx σ(k + 1)fx +Hxx −HxuH
−1
uuHux −Θ(k),(11)

где σ(k) = φxx(k, x). Рассмотрим теперь условие

d2P c = ∆xcTP cxcxc∆xc + 2∆xcTPxcx∆x+∆xTPxx∆x < 0.

Матрица M вторых производных рассматриваемого дифференциала
имеет вид:

M =

(︃
P cxcxc P cxcx

P cxxc P cxx

)︃
.

Введем в рассмотрение матрицу

Θ∗ =

(︃
Θ2 0
0 Θ3

)︃
,

где Θ2, Θ3 — отрицательно определенные матрицы. Тогда условие
d2P c < 0 представимо в виде равенства M = Θ∗, из которого следуют
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уравнения:

σ̇c = −Hc
xcxc −Hc

xcψcσc − σcHcT
xcψc − σcHc

ψcψcσc +Θ2(k, t),(12)

β̇ = −Hc
xx − ωHψcx −Hxψcω − ωHψcψcω +Θ3(k, t),(13)

ω̇ = −Hc
xxc −Hc

xcψcω − σcHc
ψcx − σcHc

ψcψω.(14)

Нетрудно видеть, что на множестве K′

σ(k) = θTx σ(k + 1)θx +Hxx + ξTx θxc
I
σ(k + 1)θx+

+ θTx σ(k + 1)θxc
I
ξx + ξTx θ

T
xc
I
σ(k + 1)θxc

I
ξx+(15)

+ ξTx σ
c(k, tI)ξx + ξxω

T (k, tI) + ω(k, tI).

Здесь σc(k, t) = φcxcxc(k, t, x, xc), β(k, t) = φcxx(k, t, x, x
c), ω(k, t) =

= φcxxc(k, t, x, xc).
Рассмотрим теперь условия первого и второго порядков минимума

функций G, Gc. Обозначим через Γ подмножество элементов множества
D, удовлетворяющих дополнительным условиям |x(kF )−x̄(kF )| < ϵ, ϵ >
> 0 и через Γc подмножество элементов множества D, удовлетворяющих
дополнительным условиям |x(kF )− x̄(kF )| < ϵ, |xc(k, tF )− x̄c(k, tF )| < ϵ,
ϵ > 0. На основании теоремы 1 достаточными условиями относительного
минимума функций G, Gc на множествах Γ, Γc являются:

dG = 0, dGc = 0,(16)
d2G > 0, d2Gc > 0.

Из условия (16) следует, что

GxF
= 0, Gcx = 0, Gcxc

F
= 0.

Тогда

ψ(kF ) = −FxF
, ψc(k, tF ) = −Hxc

F
, λ(k, tF ) = 0.(17)

Из условия d2G > 0 для k ∈ K\K′ получим: σ(kF ) = −FxF xF
+Θ1,

где Θ1 — положительно определенная матрица. В свою очередь, условие
d2Gc > 0 по аналогии с ранее рассмотренным условием d2P c < 0
представимо в виде:

σc(k, tF ) = θTxc
F
σ(k + 1)θxc

F
+Hxc

F x
c
F
,

ω(k, tF ) = 0, β(k, tF ) = 0.

Как и ранее, все указанные производные подсчитаны на элементе
m̄.
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Теорема 2. Для того чтобы на элементе m̄ достигался относи-
тельный минимум функционала I на множестве D, достаточно
существования таких вектор функций ψ, ψc, λ, матриц σ, σc, β, ω,
отрицательно определенных матриц Θ(k), −Θ1(k), Θ2(k, t), Θ3(k, t),
что выполняются условия (7), (8), (11)–(15).

Доказательство. Зададим функции φ, φc в виде:

φ(k, x) = ψT (k)x+
1

2
(x− x̄)Tσ(k)(x− x̄),

φc(z, t, xc) = λT (k, t)x+ ψcT(k, t)xc+

+
1

2
(xc − x̄c)Tσc(k, t)(xc − x̄c)+

+
1

2
(x− x̄)Tβ(k, t)(x− x̄) + (x− x̄)Tω(k, t)(xc − x̄c),

где ψ, ψc, λ, σ, σc, β, ω удовлетворяют условиям теоремы. Выполнение
перечисленных условий означает, что функции R, Rc, G, Gc достигают
относительного экстремума на элементе m̄ и в точках x̄(kF ), x̄c(k, tF ).
Это, в свою очередь, означает, что найдется такое ϵ > 0, что функции
R, Rc достигают экстремума на множестве |x(k)− x̄(k)| < ϵ, |xc(k, t)−
− x̄c(k, t)| < ϵ, а функции G, Gc достигают экстремума на множестве
|x(kF )− x̄(kF )| < ϵ, |xc(k, tF )− x̄c(k, tF )| < ϵ. Отсюда в силу теоремы 1
следует, что функционал I достигает на элементе m̄ минимума
на множестве Dϵ, то есть относительного минимума. □

Таким образом, теорема 2 утверждает, что если в выделенной
окрестности радиуса ϵ найденного элемента m̄ существуют решения
уравнений (7), (8), (11)–(15), то этот элемент доставляет функционалу
относительный минимум.

4. Пример

Рассмотрим работу метода на примере системы, динамика которой
включает в себя два этапа.

1-ый этап:

ẋc1 = (xc1)
2(xc2 − u)2, ẋc2 = xc1x

c
2 +

1

3
u3,

xc1(0) = −1, xc2(0) = −1, t ∈ [0, 2].

2-ой этап:
ẋc1 = (xc1 − t)2 + u2, t ∈ [2, 3].

Функционал имеет вид: I = xc1(3) → min.
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Построим ДНС. Нетрудно видеть, что K = 0, 1, 2. Поскольку
оба этапа связаны через переменную xc1, то она и играет роль x, а
дискретный процесс верхнего уровня принимает вид:

x(0) = xc1(0, 0) = −1, x(1) = xc1(0, 2), x(2) = xc1(1, 3),

I = x(2), xc1(1, 2) = x(1), ξ = x(1).

Основные конструкции имеют вид:

Hc(0, t, xc1, x
c
2, u, ψ

c
1, ψ

c
2) = ψc1

(︂
(xc1)

2(xc2 − u)2
)︂
+ ψc2

(︃
xc1x

c
2 +

1

3
u3

)︃
,

Hc(1, t, xc1, u, ψ
c
1) = ψc1

(︂
(xc1 − t)2 + u2

)︂
.

Пример был решен методом улучшения первого порядка в работе [11].
Начальное управление: uI = 0.5, II = 1.98. Результаты представлены
на рисунках 1, 2 и в таблице 1.

(а) xc1
(б) xc2

Рисунок 1. Переменные состояния

Таблица 1. Изменение функционала I по итерациям

Итерация Метод 1-го порядка
0 1.98
1 1.85

Проверим, доставляет ли найденное решение функционалу относи-
тельный минимум. Так как решение примера было найдено численно,
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Рисунок 2. Управление u

то поиск функции Hc и ее производных первого и второго порядков
также проводился численно. Поскольку уравнения каждого из этапов
не зависят от переменной x верхнего уровня, то λ = 0, β = 0, ω = 0.
Нетрудно видеть, что на первом этапе вектор ψcT = (ψc1, ψ

c
2)
T , а

матрица

σc =

(︃
σc11 σc12
σc21 σc22

)︃
.

Результаты расчетов, приведенные на рисунках 3–4, показывают, что

(а) ψ1
(б) ψ2

Рисунок 3. Вектор ψc

система векторно-матричных уравнений для ψc, σc на обоих этапах
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(а) σ11 (б) σ12 = σ21

(в) σ22

Рисунок 4. Матрица σc

имеет решение. Следовательно, исследуемый элемент m̄ доставляет
функционалу относительный минимум.

Заключение

Таким образом, в работе получены достаточные условия относитель-
ного минимума для ДНС, позволяющие анализировать предложенное
решение задачи оптимального управления на предмет обеспечения
функционалу локального минимума. Приведен иллюстративный
пример.
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