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Квазиособые управления в стохастических системах
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Аннотация. В одной стохастической задаче управления, описываемой
нелинейным гиперболическим уравнением с краевым условием типа Гурса-
Дарбу, получено необходимое условие оптимальности первого порядка в
форме линеаризованного принципа максимума Понтрягина. Рассмотрен
случай вырождения линеаризованного принципа максимума. Установлены
различные необходимые условия оптимальности для квазиособых управлений.
Квазиособыми называются управления, для которых линеаризованное
условие максимума вырождается.
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Введение

Многие задачи прикладного характера, например, процессы
хроматографии, сорбции и десорбции газов, процессы сушки и др.,
формально могут быть сведены к задачам управления стохастическими
системами Гурса-Дарбу [1–3].

К настоящему времени стохастические задачи оптимального
управления для систем, описываемых уравнениями гиперболического
типа с краевыми условиями Гурса-Дарбу, исследованы в работах [3–6].
Подобные задачи оптимального управления в детерминированном
случае довольно глубоко изучены в работах [7–12] и др.

Эффективным средством исследования различных задач опти-
мального управления является принцип максимума Понтрягина,
представляющий собой самое сильное необходимое условие оптимально-
сти первого порядка. Однако нередки случаи, когда условие максимума
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Понтрягина или же линеаризованное условие максимума Понтрягина,
вырождаются, т.е. выполняется тривиальным образом. Эти случаи
называются особыми и квазиособыми случаями соответственно [13].

В настоящей статье для одной стохастической задачи оптимального
управления системами Гурса-Дарбу при помощи стохастического анало-
га метода, предложенного в работах [11,12], получено линеаризованное
условие максимума Понтрягина и исследован квазиособый случай.

1. Постановка задачи

Пусть (Ω, F, P )— некоторое вероятностное пространство;
D = [t0, t1]× [x0, x1], y = (t, x) ∈ D;
y = (t, x) ≤ y′ = (t′, x′), если t ≤ t′, x ≤ x′;
Fy = Ftx — семейство σ-алгебр Fy ∈ F , определенных на основном

вероятностном пространстве (Ω, F, P ) причем Fy ⊂y′ , если y ≤ y′;
Fy = σ(Wτs, τ ≤ t0 ≤ t, s ≤ x0 ≤ x), где W (y)— n-мерный стан-

дартный двухпараметрический винеровский процесс;
ℜ(D)— пространство измеримых по (y, ω) и Fy-согласованных

процессов z : D × Ω → Rn таких, что E
∫︁
D

∥z(y)∥2dtdx < +∞;

E— знак математического ожидания.

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления стоха-
стическим дифференциальным уравнением в частных производных
гиперболического типа:

S (u) = E {Φ(z(t1, x1))} → min,(1)
u(y) ∈ U ⊂ Rr, y ∈ D,(2)

∂2z(y)

∂t∂x
= f (y, z (y) , u(y)) + g (y, z (y))

∂2W (y)

∂t∂x
, y ∈ D,(3)

z (t0, x) = a (x) , x ∈ [x0, x1] ,
z (t, x0) = b (t) , t ∈ [t0, t1] , a (x0) = b (t0) .

(4)

Здесь
f (y, z, u)— заданная n-мерная вектор функция, непрерывная по

совокупности переменных вместе с частными производными по
(z, u) до второго порядка включительно;

g (y, z)— заданная n-мерная вектор функция, непрерывная по
совокупности переменных вместе с частными производными по z
до второго порядка включительно;
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краевые n-мерные вектор функции a(x), b(t), заданные соответ-
ственно на [x0, x1] и [t0, t1], удовлетворяют условию Липшица;

∂2W (y)
∂t∂x — n мерный двухпараметрический независимый «белый
шум» на плоскости [3,14];

U — заданное непустое ограниченное и выпуклое множество;
u (y) — r-мерный измеримый и ограниченный вектор управляющих

воздействий (допустимое управление);
Φ (z)— заданная дважды непрерывно дифференцируемая скаляр-

ная функция.

Предполагается, что каждому допустимому управлению u (y)
соответствует с вероятностью 1 единственное решение z (y) в смысле
[3,15] краевой задачи (3)–(4).

Нашей целью является вывод разного типа необходимых условий
оптимальности в рассматриваемой задаче (1)–(4).

2. Формула приращения второго порядка критерия качества

Пусть u(y) и u (y) = u (y) +∆u (y)— два допустимых управления, а
z(y) и z (y) = z (y) + ∆z (y)— соответствующие им решения краевой
задачи (3)–(4).

Для удобства в дальнейшем введем следующие обозначения:

H (y, z, u, ψ) = ψ
′
f (y, z, u) ,

Hz [y] = Hz (y, z, u, ψ) , Hu [y] = Hu (y, z, u, ψ) ,

fz [y] = fz (y, z, u) , fu [y] = fu (y, z, u) , gz [y] = gz (y, z) .

Здесь ψ (y)— пока произвольная вектор-функция размерности n, а
H (y, z, u, ψ)— стохастический аналог функции Гамильтона–Понтрягина.

Из (3)–(4) следует, что приращение ∆z(y) состояния z(y) является
решением следующей задачи

∂2∆z(y)

∂t∂x
= [f (y, z, u)− f (y, z, u)] + (g (y, z)− g (y, z))

∂2W (y)

∂t∂x
,(5)

y ∈ D,

∆z (t0, x) = 0, x ∈ X, ∆z (t, x0) = 0, t ∈ T.(6)

Учитывая, что математическое ожидание стохастических интегра-
лов равно нулю, из равенства (5) после интегрирования по области D
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получаем:

E

∫︂
D

ψ′(y)
∂2∆z(y)

∂t∂x
dx dt =

= E

∫︂
D

[H (y, z (y) , u (y) , ψ(y)) −H (y, z (y) , u (y) , ψ(y))] dx dt.

Последнее соотношение, при помощи формулы Тейлора дает
возможность записать формулу приращения функционала (1) в виде:

(7) ∆S(u) = S (u)− S (u) = E

{︄
Φ

′

z (z (t1, x1))∆z (t1, x1)+

+
1

2
∆z′ (t1, x1) Φzz (z (t1, x1))∆z (t1, x1)+

+

∫︂
D

ψ
′
(y)

∂2∆z(y)

∂t∂x
dx dt−

∫︂
D

H
′

z [y] ∆z (y) dx dt−

− 1

2

∫︂
D

∆z
′
(y)Hzz[y]∆z(y)dx dt−

∫︂
D

H ′
u [y] ∆u (y) dx dt−

−
∫︂
D

∆u′ (y)Huz[y]∆z(y)dx dt−
1

2

∫︂
D

∆u′ (y)Huu[y]∆u(y)dx dt+

+ o1

(︂
∥∆z (y)∥2

)︂
−
∫︂
D

o2

(︂
∥∆p (y)∥2

)︂
dx dt

}︄
.

Здесь по определению ∆p (y) = (∆u (y) ,∆z (y))
′, а величины

oi (·) , i = 1, 2, определяются соответственно из разложений

Φ (z (t1, x1))− Φ (z (t1, x1)) = Φ′
z (z (t1, x1))∆z (t1, x1)+

+
1

2
∆z′ (t1, x1) Φzz (z (t1, x1))∆z (t1, x1) + o1

(︂
∥∆z (t, x)∥2

)︂
,

H (y, z (y) , u (y) , ψ (y))−H (y, z(y), u (y) , ψ (y)) =

= H
′

z [y] ∆z (y) +
1

2
∆z′ (y)Hzz[y]∆z(y) +H

′

u[y]∆u(y)+

+∆u′(y)Huz[y]∆z(y) +
1

2
∆u′ (y)Huu [y] ∆u (y) + o2

(︂
∥∆p (y)∥2

)︂
.
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Принимая во внимание краевые условия (6) имеем

∆z (y) =

∫︂
Dy

∂2∆z(τ, s)

∂τ∂s
ds dτ,

где Dy = [t0, t]× [x0, x].
Учитывая эти тождества и теорему Фубини [17, с.136], нетрудно

убедиться в справедливости тождеств

Φ
′

z (z (t1, x1))∆z (t1, x1) =

∫︂
D

Φ
′

z (z (t1, x1))
∂2∆z (y)

∂t∂x
dx dt,

∫︂
D

H
′

z [y] ∆z (y) dx dt =

∫︂
D

 t1∫︂
t

x1∫︂
x

Hz[τ, s]ds dτ

 ∂2∆z (y)

∂t∂x
dx dt.

С учетом последнее тождество в (7), и предполагая, что ψ (t, x)

является решением следующего двумерного интегрального уравнения
Вольтерра (сопряженная система)

ψ (y) = −Φz (z (t1, x1)) +

∫︂ t1

t

∫︂ x1

x

Hz [τ, s] ds dτ,

получаем,что приращение (7) функционала (1) можно записать в виде:

(8) ∆S (u) = E

{︄
−
∫︂
D

H ′
u [y] ∆u (y) dx dt+

+
1

2
∆z′ (t1, x1) Φzz (z (t1, x1))∆z (t1, x1)−

− 1

2

∫︂
D

∆z′ (t, x)Hzz[t, x]∆z(t, x)dx dt−
∫︂
D

∆u′ (y)Huz[y]∆z(y)dx dt−

− 1

2

∫︂
D

∆u′ (y)Huu[y]∆u(y)dx dt+ η(∆u)

}︄
,

где

η (∆u) = E

{︄
o1

(︂
∥∆z (y)∥2

)︂
−
∫︂
D

o2

(︂
∥∆p (t, x)∥2

)︂
dx dt

}︄
.(9)
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3. Оценка математического ожидания нормы приращения
состояния и линеаризованный принцип максимума

Из (5) переходя к эквивалентному стохастическому интегральному
уравнению типа Дарбу, будем иметь

E∆z (y) = E

∫︂
Dy

[f (τ, s, z (τ, s) , u (τ, s))− f (τ, s, z (τ, s) , u (τ, s))] ds dτ.

Отсюда переходя к норме и используя условию Липшица, получим

E∥∆z (y) ∥ ≤ k1 E


∫︂
Dy

∥∆z (τ, s)∥ ds dτ +
∫︂
Dy

∥∆u (τ, s)∥ ds dτ

 .

Применяя последнему неравенству двумерный аналог леммы
Гронуолла-Белмана [16], имеем:

E∥∆z (y) ∥ ≤ Ek2

∫︂
D

∥∆u (τ, s)∥ ds dτ,(10)

где k1, k2 = const > 0.
Поскольку область управления U — выпуклое множество, то специ-

альное приращение допустимого управления u(y) можно определить по
формуле

∆u (y; ε) = ε (w (y)− u (y)) ,(11)

где ε ∈ [0, 1], а w (y) ∈ U, y ∈ D— произвольная допустимая вектор-
функция.

Через ∆z(y; ε) обозначим специальное приращение траектории z(y)
соответствующее приращению (11) управления u(y). Тогда из оценки
(10) сразу следует, что

E∥∆z (y; ε) ∥ ≤ k3ε, y ∈ D, (k3 = const > 0) .

Учитывая эту оценку и (11), из формулы (9) имеем

η (∆u(y; ε)) = o
(︁
ε2
)︁
.(12)

С другой стороны, по схеме аналогичной, например, из [13,с.50]
получаем справедливость разложения

∆z (y; ε) = εl (y) + o (y; ε) ,(13)



Квазиособые управления в стохастических системах Гурса-Дарбу 9

где l (y) n- мерная вектор-функция, являющаяся решением системы
неоднородных стохастических гиперболических уравнений

∂2l (y)

∂t∂x
= f ′z [y] l (y) + f ′u [y] (w(y)− u (y)) + gz [y] l (y)

∂2W (y)

∂t∂x
,(14)

с краевыми условиями

l (t0, x) = 0, l (t, x0) = 0.

Далее, учитывая соотношения (11)–(13) в (8) получим, что

(15) S (u (y; ε))− S (u (y)) = ∆ϵS (u (y)) =

= E

{︄
−ε

∫︂
D

H ′
u [y] (w(y)− u(y)) dx dt+

+
ε2

2
l′[y] (t1, x1) Φzz (z (t1, x1)) l (t1, x1)−

−
∫︂
D

l′ (y)Hzz[y]l(t, x)dx dt− 2

∫︂
D

(w (y)− u (y))′Huz[y]l(y)dx dt−

−
∫︂
D

(w(y)− u (y))
′
Huu[y](w (y)− u(y))dx dt]

+ o
(︁
ε2
)︁
.

Из разложения (15) в силу произвольности ε ∈ [0, 1] следует спра-
ведливость следующего утверждения Теорема 1. Для оптимальности
допустимого управления u(y) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы
неравенство

E

∫︂
D

H ′
u [y] (w (y)− u (y)) dx dt ≤ 0,(16)

выполнялось для всех w (y) ∈ U, y ∈ D.

Из неравенства (16) аналогично доказательству леммы из [18]
нетрудно вывести, что справедливо

Следствие 1. (поточечный линеаризованный принцип максимума
[19]). Для оптимальности допустимого управления u(y) в задаче
(1)–(4) необходимо, чтобы

EH ′
u [θ, ξ] (v−u (y)) ≤ 0(17)

выполнялось для всех v ∈ U, (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).
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Здесь и в дальнейшем (θ, ξ) ∈ [t0, t1) × [x0, x1)− произвольная
правильная точка (точка Лебега) [20, с.86] управления u (y).

Перейдем к изучению случая вырождения условия линеаризованно-
го принципа максимума.

4. Об оптимальности квазиособых управлений

По аналогии с [12,13] введем
Определение 1. Если для всех v ∈ U, (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1) ,

EH
′

u [θ, ξ] (v − u (t, x)) = 0,

то управление u(y) назовем квазиособым управлением, а соответ-
ствующий случай— квазиособым случаем.

Пусть u (y)— квазиособое управление. Тогда из равенства (15)
следует справедливость следующего утверждения.

Теорема 2. Для оптимальности квазиособого управления u(y) в
задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство

E {l′ (t1, x1) Φzz (z (t1, x1)) l (t1, x1)−

−
∫︂
D

l′ (y)Hzz[y]l(t, x)dx dt− 2

∫︂
D

(w (y)− u (y))′Huz[y]l(y)dx dt−

−
∫︂
D

(w (y)− u (y))′Huu[y](w (y)− u(y))dx dt

 ≥ 0,(18)

выполнялось для всех w (y) ∈ U, y ∈ D.

Как видно неравенство (18) является неявным необходимым
условием оптимальности для квазиособых управлений. Займемся
выводом необходимых условий оптимальности квазиособых управлений
явно выраженных непосредственно через параметры задачи (1)–(4).

Нам потребуется

Лемма. Решение уравнения (14) с вероятностью, равной 1, всюду
в области D допускает представление

l (y) =

∫︂
Dy

Q(y; τ, s)(w (τ, s)− u(τ, s))ds dτ,(19)



Квазиособые управления в стохастических системах Гурса-Дарбу 11

где
Q (y; τ, s) = R (y; τ, s) fu [τ, s] ,

а n×n-матричная функция R (y; τ, s) , является решением следующего
стохастического интегрального уравнения Вольтерра:

R (y; τ, s) = I +

t∫︂
τ

x∫︂
s

R(y;α, β)fz [α, β] dβdα+

+

t∫︂
τ

x∫︂
s

R(y;α, β)gz [α, β]
∂2W (α, β)

∂α∂β
dβdα,

где I − (n× n) единичная матрица.

Отметим, что матрица R(y; τ, s) является стохастическим аналогом
матрицы Римана для линеаризованной стохастической задачи Гурса-
Дарбу (14) [21].

Преставление (19), дает возможность с рассуждениями подобными
из [11; 12, с.70] доказать следующие тождества:

(20) l′ (t1, x1) Φzz (z (t1, x1)) l (t1, x1) =

=

∫︂∫︂
D

(w (τ, s)− u (τ, s))
′
Q (t1, x1; τ, s) Φzz (z (t1, x1))Q (t1, x1; ξ, η)×

× (w (ξ, η)− u(ξ, η))dτds dξdη,

(21)
∫︂
D

l′ (y)Hzz[y]l(y)dx dt =

∫︂∫︂
D

(w (τ, s)− u (τ, s))×

×

 t1∫︂
max

(τ, ξ)

x1∫︂
max

(s, η)Q (t, x; τ, s)Hzz[t, x]Q (t, x; ξ, η) dx dt

×

× (w (ξ, η)− u (ξ, η)) dτds dξdη,

(22)
∫︂
D

(w (t, x)− u (t, x))′Huz[t, x]l(t, x)dx dt =

=

∫︂
D

[︃∫︂ t1

t

∫︂ x1

x

(w (τ, s)− u (τ, s))
′
Huz [τ, s]Q (τ, s; t, x) ds dτ

]︃
×
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× (w (t, x)− u (t, x)) dx dt.

Введем в рассмотрение матричную функцию

K (τ, s; ξ, η) = − Q (t1, x1; τ, s)
′
Φzz (z (t1, x1))Q (t1, x1; ξ, η)+

+

∫︂ t1

max(τ,ξ)

∫︂ x1

max(s,η)

Q (t, x; τ, s)
′
Hzz [y]Q (y; ξ, η) dx dt.(23)

Учитывая (20)–(22) в (18) получаем, что

(24)

E

{︄∫︂∫︂
D

(w (τ, s)− u(τ, s))′K(τ, s; ξ, η)(w (ξ, η)− u(ξ, η))dτds dξdη+

+ 2

∫︂
D

[︃∫︂ t1

t

∫︂ x1

x

(w (τ, s)− u (τ, s))
′
Huz [τ, s]Q (τ, s; y) ds dτ

]︃
×

× (w (y)− u (y)) dx dt+

+

∫︂
D

(w (y)−u (y) )′Huu[y](w (y)− u(y))dx dt

}︄
≤ 0.

Таким образом, справедлива

Теорема 3. Для оптимальности квазиособого управления u (t, x)
в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы выполнялось неравенство (24) для
всех w (y) ∈ U, y ∈ D.

Неравенство (24) является общим интегральным необходимым
условием оптимальности квазиособых управлений. Кроме этого, из
него, определяя w(y) специальным образом(например, в виде)

w (y) =

{︃
v, y ∈ Dε = [θ, θ + ε)× [ξ, ξ + ε) ,
u(y), y ∈ D\Dε,

(25)

можно получить ряд легко проверяемых поточечных условий оптималь-
ности. Приведем одно из них

Следствие 2. Если u (t, x) квазиособое оптимальное управле-
ние в задаче (1)–(4), то для всех (θ, ξ) ∈ [t0, t1) × [x0, x1) и v ∈ U
выполняется неравенство

E (v − u (θ, ξ))
′
Huu [θ, ξ] (v − u (θ, ξ)) ≤ 0.(26)
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Определение 2 [13,11]. Квазиособое управление u (y) , y ∈ D
назовем квазиособым управлением второго порядка если

E (v − u (θ, ξ))
′
Huu [θ, ξ] (v − u (θ, ξ)) = 0.(27)

для всех v ∈ U , и (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

Допустим, что u(y) квазиособое оптимальное управление второго
порядка. Тогда из неравенства (24), принимая во внимание (25),
получим:

(28) E
{︂
(v − u(θ, ξ))′(K (θ, ξ; θ, ξ)+

+
1

2
Huz [θ, ξ]Q(θ, ξ; θ, ξ))(v − u (θ, ξ))

}︂
≤ 0.

Итак, доказана

Теорема 4. Для оптимальности квазиособого управления второго
порядка u(t, x) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (28)
выполнялось для всех v ∈ и (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

Заключение

Применяя один вариант метода приращений доказано необходимое
условие оптимальности в форме линеаризованного условия максимума.
В следующем этапе исследован квазиособый случай и установлен ряд
необходимых условий оптимальности второго порядка для квазиособых
управлений.
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