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Оптимальное управление стохастическими
системами при импульсных воздействиях,
образующих эрланговские потоки событий

Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления нелиней-
ными стохастическими системами, математическая модель которых задает-
ся стохастическим дифференциальным уравнением Ито со скачкообразной
компонентой, описывающей влияние случайных импульсных воздействий
или помех. Предполагается, что закон распределения промежутков време-
ни между последовательными импульсными воздействиями эрланговский.
При управлении может использоваться информация только о части коор-
динат вектора состояния.
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Введение

Теория стохастических систем управления имеет много прило-
жений в самых разных областях, например, при управлении тех-
ническими объектами и обработке информации в условиях помех.
Одно из направлений в этой теории — синтез законов управления,
обеспечивающих наилучшее качество в смысле некоторого заданно-
го критерия. В этой работе рассматриваются системы управления,
математические модели которых задаются нелинейными стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями с диффузионной и скачко-
образной компонентами, позволяющими учитывать действующие на
систему случайные возмущения различной природы: непрерывные
и импульсные.
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При импульсных воздействиях в случайные моменты времени
вектор состояния получает детерминированное или случайное при-
ращение согласно заданным условиям. Обычно в подобных задачах
предполагается, что промежутки времени между последовательными
импульсными воздействиями описываются показательным законом
распределения, но такие ограничения можно снять, используя мо-
дели систем со случайной структурой [1–3]. С помощью введения
дополнительного дискретного состояния системы управления появ-
ляется возможность формировать различные потоки импульсных
воздействий, не ограничиваясь только пуассоновскими потоками,
а рассматривая, например, эрланговские потоки, находящие при-
менение в различных прикладных задачах [1, 4–7]. Это позволяет
описывать промежутки времени между последовательными импульс-
ными воздействиями эрланговским законом распределения.

Задача синтеза оптимального управления заключается в на-
хождении пары функций: управления, входящего в коэффициенты
стохастического дифференциального уравнения, составляющего ос-
нову математической модели системы, и плотности вероятности
вектора состояния, минимизирующих заданный функционал каче-
ства. Предполагается, что при управлении используется информация
о текущем времени и величине части координат вектора состояния,
т.е. рассматривается управление по неполному вектору состояния при
его точном измерении. При такой постановке задачи программное
управление и управление с полной обратной связью (позиционное
управление) являются частными случаями, когда число измеряемых
координат соответственно нулевое или совпадает с размерностью
вектора состояния.

С помощью достаточных условий оптимальности в задаче управ-
ления системами со случайной структурой [8,9] получены соотноше-
ния для определения оптимального управления в задаче управления
стохастическими системами при импульсных воздействиях, образу-
ющих эрланговские потоки событий, рассмотрен частный случай
нахождения оптимального в среднем управления. В основе приме-
няемых достаточных условий лежит принцип расширения [10–12],
позволяющий перейти от оптимизации в функциональном простран-
стве к конечномерной оптимизации и упростить исходную задачу.
Аналогичный подход применялся ранее для синтеза оптимально-
го управления стохастическими системами без учета импульсных
воздействий [13–15].
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1. Постановка задачи

Модель стохастической системы управления описывается урав-
нением Ито со скачкообразной компонентой [3]:

(1) 𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑡,𝑋(𝑡),u(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡,𝑋(𝑡),u(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡) + 𝑑𝑄(𝑡),

𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

где 𝑋 ∈ R𝑛 — вектор состояния; u ∈ 𝑈 ⊆ R𝑞 — вектор управления;
𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑇 — промежуток времени функционирования систе-
мы, моменты времени 𝑡0 и 𝑡1 заданы; 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 ×R𝑛 × 𝑈 → R𝑛

— вектор-функция размера 𝑛, 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 ×R𝑛 × 𝑈 → R𝑛×𝑠 — мат-
ричная функция размеров 𝑛× 𝑠; 𝑊 (𝑡) — 𝑠-мерный стандартный
винеровский процесс, не зависящий от 𝑋0; 𝑄(𝑡) — случайный
процесс с кусочно-постоянными траекториями, заданный в виде

𝑄(𝑡) =

𝐽(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑌 (𝜏𝑖).

Здесь 𝐽(𝑡) — эрланговский процесс порядка 𝑁 , 𝑌 (𝜏𝑖) — независимые
случайные величины из R𝑛, распределение которых задано плотно-
стью вероятности 𝑞(𝑡, 𝑦) или в общем случае 𝑞(𝑡, 𝑥+𝑦 |𝑥), т.е. вектор
состояния получает случайные приращения в моменты времени 𝜏1,
𝜏2, . . . , образующие эрланговский поток событий [3,16,17]:

𝑋(𝜏𝑖) = 𝑋(𝜏𝑖 − 0) + 𝑌 (𝜏𝑖).

Эрланговский поток событий формируется в результате пропуска
подряд 𝑁 −1 события пуассоновского потока, который определяется
интенсивностью 𝜆(𝑡) следования событий и задает пуассоновский
процесс 𝑃 (𝑡). С учетом введенных обозначений имеем:

𝑄(𝑡) =

𝑃 (𝑡)∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝑌 (𝜃𝑖), 𝐽(𝑡) =

[︂
𝑃 (𝑡)

𝑁

]︂
([ · ] — целая часть),

где величина 𝜉𝑖 используется для пропуска подряд 𝑁 − 1 события
пуассоновского потока и отбора каждого события с номером, кратным
𝑁 :

𝜉𝑖 =

{︂
1, 𝑖 (mod 𝑁) = 0,

0, 𝑖 (mod 𝑁) ̸= 0;

моменты времени 𝜃1, 𝜃2, . . . соответствуют событиям пуассоновского
потока: 𝜃𝑖𝑁 = 𝜏𝑖.
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При управлении используется информация о времени и о
величине 𝑚 первых координат вектора состояния, 0 6 𝑚 6 𝑛, т.е.

𝑋 = [𝑋(1) 𝑋(2)]
T, u(𝑡) = 𝑢(𝑡,𝑋(1)(𝑡)),

где 𝑋(1) = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑚]T ∈ R𝑚, 𝑋(2) = [𝑋𝑚+1 . . . 𝑋𝑛]
T ∈ R𝑛−𝑚.

Для любой задачи управления по неполному вектору состояния
можно упорядочить координаты именно таким образом.

Предполагается, что функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1))
обладают следующими свойствами [18]: функции

𝑓𝑖,𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1))) и 𝑔𝑖𝑗,𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))

кусочно-непрерывны по 𝑡 для всех 𝑥 ∈ R𝑛; при фиксированном
𝑡 ∈ 𝑇 𝑓𝑖,𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1(R𝑛) и 𝑔𝑖𝑗,𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶2(R𝑛), где 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢) — эле-
менты матричной функции 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) = 𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜎T(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐶𝑟(R𝑛)
— пространство функций, имеющих непрерывные и ограниченные
производные порядка 𝛾 6 𝑟; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Кроме того, 𝜆(𝑡) —
непрерывная функция, а функция

∫︀
R𝑛 𝑦𝑞(𝑡, 𝑥+𝑦 |𝑥)𝑑𝑦 удовлетворяет

условию Липшица по 𝑥. Далее такое множество функций 𝑢(𝑡, 𝑥(1)),
будем обозначать через U𝑚.

Эти условия (иногда к ним добавляется дополнительное усло-
вие на матрицу диффузии 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢), требуемое для разрешимости
приведенных ниже параболических уравнений) обеспечивают суще-
ствование и единственность сильного решения уравнения (1), однако
они вносят слишком много ограничений при решении прикладных
задач. Вопросы, связанные с ослаблением условий, рассмотрены
в [19, 20]. В частности, можно рассматривать уравнения с разрыв-
ным коэффициентом сноса 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) или вырожденной матрицей
диффузии 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢), достаточно часто встречающиеся в задачах
управления. Отметим, что в [19, 20] рассмотрены стохастические
дифференциальные уравнения без скачкообразной компоненты или
с пуассоновской составляющей, тем не менее эти результаты могут
быть обобщены и на эрланговский случай. Кроме того, можно
рассматривать задачу оптимального управления слабым решением
стохастического дифференциального уравнения.

Для дальнейшего изложения введем случайный процесс 𝐾(𝑡) с
конечным множеством состояний {1, 2, . . . , 𝑁}, которые сменяются
последовательно, начиная с 1, интенсивность смены состояний —
𝜆(𝑡). Состояние с номером 𝑁 сменяется на состояние с номером
1: 𝐾(𝑡) = 1 + 𝑃 (𝑡) (mod 𝑁), при этом вектор состояния 𝑋 системы
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(1) получает случайное приращение, что соответствует разрыву
траектории процесса 𝑋(𝑡).

Введение дополнительного процесса 𝐾(𝑡) позволяет представить
плотность вероятности 𝜙(𝑡, 𝑥) вектора 𝑋 в виде суммы:

𝜙(𝑡, 𝑥) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥),

где функции 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) удовлетворяют системе обобщенных уравнений
Фоккера–Планка–Колмогорова [1, 2]:

(2)

𝜕𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙

⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)

∫︁
R𝑛

𝑞(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

в которой

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)
]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)
]︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Начальное состояние 𝑋0 задается плотностью вероятности 𝜙0(𝑥).
Для процесса 𝐾(𝑡) начальное состояние фиксировано условием
𝐾(𝑡0) = 1, поэтому

(3) 𝜙⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁.

Решение уравнений (2) будем понимать в обобщенном смысле [21],
поскольку такой подход позволит в дальнейшем охватить более ши-
рокий круг прикладных задач и применить методы приближенного
синтеза оптимального управления, основанные на ортогональных
разложениях [22, 23]. Таким образом, 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) ∈𝑊 1,1

2 (𝑇 ×R𝑛), а
𝜙
⟨𝑘⟩
0 (𝑥) ∈𝑊 1

2 (R
𝑛), где 𝑊 1,1

2 (𝑇 ×R𝑛) и 𝑊 1
2 (R

𝑛) — соответствующие
пространства Соболева.
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Для последующих рассуждений соотношения (2) и (3) удобно
переписать в векторной форме:

(4)

𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥), 𝜙(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥),

𝜙(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑡, 𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

]︀T
,

𝜙0(𝑥) =
[︀
𝜙0(𝑥) 0 . . . 0

]︀T
,

где 𝒜𝑢 = [𝒜𝑘𝑟]
𝑁
𝑘,𝑟=1 — матрица операторов, соответствующих урав-

нениям (2):

𝒜𝑘𝑟𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑢𝜙
⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑟,

𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 − 1 = 𝑟,

𝜆(𝑡)
∫︀
R𝑛 𝑞(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑘 = 1 и 𝑟 = 𝑁,

0, в остальных случаях.

Обозначим через F множество допустимых плотностей вероят-
ности вектора состояния:

F =

{︂
𝜙(𝑥) =

[︀
𝜙⟨1⟩(𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑥)

]︀T
: 𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) ∈𝑊 1

2 (R
𝑛),

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) > 0 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁),

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)𝑑𝑥 = 1

}︂
.

Пусть D𝑚 — множество пар 𝑑𝑚 = (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1))) таких, что
𝜙(𝑡, 𝑥) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) ∈ U𝑚 удовлетворяют уравнению (4), где 𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ F

для любого фиксированного 𝑡 ∈ 𝑇 . Введем на D𝑚 функционал
качества:

(5) 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥)),

где 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) : 𝑇 ×R𝑛 × 𝑈 → R— ограниченная функция, а 𝜃(𝜙) : F → R

— ограниченный функционал. Функция 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) и функционал
𝜃(𝜙) заданы.

Введение нелинейного по плотности вероятности функционала
качества усложняет соотношения для нахождения оптимального
управления, но позволяет охватить задачи, для которых критерий
оптимального в среднем управления неудачен (см., например, [24]).
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Для многих задач достаточно рассмотреть зависимость функци-
онала качества от 𝜙(𝑡, 𝑥), а не от 𝜙(𝑡, 𝑥). Определяя дополнительно
вектор 1 = [ 1 1 . . . 1 ]T, dim1 = 𝑁 , получаем 𝜙(𝑡, 𝑥) = 1T𝜙(𝑡, 𝑥),
т.е. зависимость от 𝜙(𝑡, 𝑥) можно рассматривать как частный случай
зависимости от 𝜙(𝑡, 𝑥). Кроме того, определение функционала в
форме (5) предпочтительнее, поскольку 𝜙(𝑡, 𝑥) несет не всю инфор-
мацию о системе (2), а именно при переходе от 𝜙(𝑡, 𝑥) к 𝜙(𝑡, 𝑥)

теряется информация о процессе 𝐾(𝑡).

Задача 1. Требуется найти такой элемент

𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚,

что

(6) 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚).

Задача 2. Требуется найти такую синтезирующую функцию

𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) : 𝑇 ×R𝑚 × F → 𝑈,

что

(7) 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚)

для любых допустимых 𝜙0(𝑥).

Если рассматривать управление решением уравнения (4), то
оптимальная синтезирующая функция 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) — это управ-
ление с обратной связью с учетом того, что состоянием системы,
которое содержит всю информацию в текущий момент времени,
является функция 𝜙(𝑡, 𝑥). При заданной начальной плотности ве-
роятности 𝜙0(𝑥) она порождает оптимальное управление решением
уравнения (1) при неполной информации:

𝜙(𝑡, 𝑥) −→ 𝑋(1)(𝑡)

↓ ↓
𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) −→ 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) −→ u*(𝑡).

Предполагается, что минимум в (6) и (7) существует, иначе
задачи 1 и 2 можно сформулировать в терминах минимизирующих
последовательностей [10,12].
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2. Достаточные условия оптимальности

Рассмотрим множество S функций 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) : 𝑇 × F → R, непре-
рывных и кусочно-дифференцируемых по переменной 𝑡 на мно-
жестве 𝑇 и имеющих непрерывные вариационные производные
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))/𝛿𝜙⟨𝑘⟩(𝑥) для всех 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 [25]. Определим на S

следующие конструкции:

(8)
𝑅(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =

𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

+

∫︁
R𝑛

[︂[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂T

𝒜𝑢𝜙(𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥,

(9) 𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑥)) = 𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥)),

где

𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

=

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨1⟩(𝑥)

𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨2⟩(𝑥)

. . .
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙⟨𝑁⟩(𝑥)

]︂T

.

Предположим, что при фиксированном 0 6 𝑚 6 𝑛 выполняются
равенства

(10)

max
𝜙(𝑥)∈F

{︂
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

+

∫︁
R𝑚

max
𝑢∈𝑈

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
−

− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥(2)

}︂
𝑑𝑥(1)

}︂
= 0,

min
𝜙(𝑥)∈F

{︀
𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥))

}︀
= 0,

в первом из которых 𝒜*
𝑢 = [𝒜*

𝑟𝑘]
𝑁
𝑘,𝑟=1 — матрица операторов, сопря-

женных по отношению к операторам 𝒜𝑘𝑟, т.е.

(11)

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 𝑘,

𝜆(𝑡)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥), 𝑟 − 1 = 𝑘,

𝜆(𝑡)
∫︀
R𝑛 𝑞(𝑡, 𝑧 |𝑥)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑟 = 1 и 𝑘 = 𝑁,

0, в остальных случаях,
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где

𝒜*
𝑢𝜓

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕2𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Если для некоторой функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S условия (10) не
выполняются, то можно рассмотреть функцию 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) + 𝛾(𝑡) ∈ S,
где 𝛾(𝑡) выбирается исходя из (10).

Нетрудно видеть, что для любой функции

(12) 𝜓(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑥) 𝜓⟨2⟩(𝑡, 𝑥) . . . 𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

]︀T
,

где 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) ∈
∘
𝑊

1,2
2 (𝑇 ×R𝑛), справедливо равенство∫︁

R𝑛

𝜓T(𝑡, 𝑥)𝒜𝑢𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝜙T(𝑡, 𝑥)𝒜*
𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 1. Если существует функция 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S такая,
что элемент 𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚 при почти всех 𝑡 ∈ 𝑇
удовлетворяет условиям

𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))) = 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙
*(𝑡1, 𝑥)) = 0,

то справедливо условие (6) и 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)).

Доказательство. Применим принцип расширения [10,12]. Пусть V —
множество пар (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1))), которые необязательно удовлетво-
ряют уравнению (4), пусть также функции 𝜙(𝑡, 𝑥) и 𝑢(𝑡, 𝑥(1)) могут
иметь разрывы первого рода. Определим функционал качества на
V:

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥))−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

тогда с учетом (8) и (9) имеем

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥))−

− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥))−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

{︂
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

+

∫︁
R𝑛

[︂[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂T

𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))

]︂
𝑑𝑥

}︂
𝑑𝑡.
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Рассмотрим значения этого функционала на множестве D𝑚.
Элементы 𝑑𝑚 ∈ D𝑚 удовлетворяют уравнению (4), поэтому

𝒜𝑢(𝑡,𝑥(1))𝜙(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

а полная производная функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥)) по переменной 𝑡 вычис-
ляется по правилу [25]:

𝑑𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
=
𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

∫︁
R𝑛

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂T
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
𝑑𝑥,

следовательно,

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡1, 𝑥))− 𝑆(𝑡, 𝜙0(𝑥))−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑆(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝜃(𝜙(𝑡1, 𝑥)) = 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚),

т.е. значения функционалов 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) и 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) совпадают
на множестве D𝑚.

Для вычисления минимума функционала 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) достаточ-
но вычислить минимумы его слагаемых, что следует из свойств
множества V. Тогда с учетом соотношений (10)

min
𝑑𝑚∈V

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = min
𝑑𝑚∈V

𝐺(𝑡1, 𝜙(𝑡1, 𝑥))−

− max
𝑑𝑚∈V

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡−

− 𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)) > −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

так как

max
𝑑𝑚∈V

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑅(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝑑𝑡 6
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑟𝑚(𝑡)𝑑𝑡.

Таким образом, если элемент 𝑑*𝑚 ∈ D𝑚 удовлетворяет условиям
теоремы, то

𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈V
𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚),

следовательно,

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = min

𝑑𝑚∈D𝑚

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)),

так как D𝑚 — это подмножество V и для произвольного 𝑑𝑚 ∈ D𝑚

справедливо равенство 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) = 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚). �
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Теорема 2. Если существуют 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S и 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥))
такие, что при любых 𝜙(𝑥) ∈ F и при почти всех 𝑡 ∈ 𝑇 выполняются
условия

𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡
+

∫︁
R𝑚

max
𝑢∈𝑈

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
−

− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥(2)

}︂
𝑑𝑥(1) = 0, 𝑆(𝑡1, 𝜙(𝑥)) + 𝜃(𝜙(𝑥)) = 0,

то справедливо условие (7).

Доказательство. Пусть 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙(𝑥)) — оптимальная синте-
зирующая функция, а 𝜙0(𝑥) — произвольная допустимая плотность
вероятности начального состояния 𝑋0. Тогда, решая (4) с учетом
оптимальной синтезирующей функции, получаем функцию 𝜙*(𝑡, 𝑥).

Рассмотрим значение функционала 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚). Воспользуемся
определением функционала 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚), так как 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) =

= 𝐿(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) на множестве D𝑚 (см. доказательство теоремы 1).
Из условий теоремы следует, что

𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙
*(𝑡, 𝑥))) = 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙

*(𝑡1, 𝑥)) = 0,

т.е. 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −𝑆(𝑡0, 𝜙0(𝑥)), где 𝑑*𝑚 = (𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1), 𝜙

*(𝑡, 𝑥))).
Пусть элемент 𝑑′𝑚 = (𝜙′(𝑡, 𝑥), 𝑢′(𝑡, 𝑥(1))) ∈ D𝑚 такой, что функция
𝜙′(𝑡, 𝑥) удовлетворяет (4) с тем же начальным условием, тогда

𝑅(𝑡, 𝜙′(𝑡, 𝑥), 𝑢′(𝑡, 𝑥(1))) 6 0, 𝐺(𝑡1, 𝜙
′(𝑡1, 𝑥)) = 0.

Следовательно, 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) 6 𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑

′
𝑚). �

3. Соотношения для определения оптимального управления

Пусть

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢) =
[︀
𝜙*(𝑡, 𝑥)

]︀T𝒜*
𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢).

Тогда, используя соотношения (10) и первое условие теоремы 1,
можно записать структуру оптимального управления:

(13) 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑑𝑥(2)

}︂
.
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В частном случае оптимальное программное управление (𝑚 = 0)
и управление с полной обратной связью (𝑚 = 𝑛) определяются
выражениями

𝑢*(𝑡) = argmax
𝑢∈𝑈

{︂∫︁
R𝑛

Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑑𝑥

}︂
, 𝑢*(𝑡, 𝑥) = argmax

𝑢∈𝑈

{︀
Ψ(𝑡, 𝑥, 𝑢)

}︀
.

Необходимые условия экстремума в (8) и (9) записываются в
форме

𝛿𝑅(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)))

𝛿𝜙(𝑥)
= 0,

𝛿𝐺(𝑡1, 𝜙
*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= 0,

или

(14)
𝛿𝑆𝑡(𝑡, 𝜙

*(𝑡, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= −

𝛿𝐻(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑥), 𝑢*(𝑡, 𝑥(1)))

𝛿𝜙(𝑥)(︂
𝑆𝑡(𝑡, 𝜙(𝑥)) =

𝜕𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥))

𝜕𝑡

)︂
,

(15)
𝛿𝑆(𝑡1, 𝜙

*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
= −𝛿𝜃(𝜙

*(𝑡1, 𝑥))

𝛿𝜙(𝑥)
,

где функция 𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) задается выражением

𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =

∫︁
R𝑛

[︂
𝜙T(𝑥)𝒜*

𝑢

[︂
𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

]︂
− 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢)

]︂
𝑑𝑥.

В (13)–(15) функция 𝜙*(𝑡, 𝑥) является решением (4). Оконча-
тельный вид уравнений (14) и (15) для нахождения оптимального
управления зависит от решаемой задачи и, следовательно, от задания
функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S.

4. Синтез оптимального в среднем управления

Пусть функция 𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) и функционал 𝜃(𝜙(𝑥)) в (5) заданы
следующим образом:

𝜔(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑢) = 𝜔̂T(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜙(𝑡, 𝑥), 𝜃(𝜙(𝑥)) =

∫︁
R𝑛

𝜃T(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥,

где

𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢) =
[︀
𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) . . . 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︀T
= 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)1,

𝜃(𝑥) =
[︀
𝜃(𝑥) 𝜃(𝑥) . . . 𝜃(𝑥)

]︀T
= 𝜃(𝑥)1,
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и, следовательно, функционал качества

(16)
𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑𝑚) =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁
R𝑛

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1)))𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁
R𝑛

𝜃(𝑥)𝜙(𝑡1, 𝑥)𝑑𝑥

является линейным по плотности вероятности 𝜙(𝑡, 𝑥) вектора состо-
яния 𝑋. Здесь предполагается, что функции

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑇 ×R𝑛 × 𝑈 → R и 𝜃(𝑥) : R𝑛 → R

ограничены.
Будем искать 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) ∈ S в виде

(17) 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)) =

∫︁
R𝑛

𝜓T(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
R𝑛

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝜓(𝑡, 𝑥) — неизвестная функция вида (12), причем 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) явля-
ется элементом пространства 𝑊 1,2

2 (𝑇 × Ω) при любом Ω ⊂ R𝑛, непре-
рывна и кусочно-дифференцируема по переменной 𝑡, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Известно [25], что для функции 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑥)), заданной выражени-
ем (17), справедливо равенство

𝛿𝑆(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜓(𝑡, 𝑥),

поэтому

𝐻(𝑡, 𝜙(𝑥), 𝑢) =

∫︁
R𝑛

𝜙T(𝑥)
[︀
𝒜*

𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)− 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
𝑑𝑥 =

=

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)

[︂ 𝑁∑︁
𝑟=1

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︂
𝑑𝑥.

Далее,

𝛿𝑆𝑡(𝑡, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

=
𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

𝛿𝐻(𝑡, 𝜙(κ), 𝑢)
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝒜*
𝑢𝜓(𝑡, 𝑥)− 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢),

𝛿𝑆(𝑡1, 𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜓(𝑡1, 𝑥),
𝛿𝜃(𝜙(κ))
𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜃(𝑥).
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Принимая во внимание, что от управления зависят только
диагональные элементы матрицы 𝒜*

𝑢, из (11) и (13) получаем
структуру оптимального управления:

𝑢*(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

[︀
𝒜*

𝑢𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−

− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

}︂
,

или

(18)

𝑢(𝑡, 𝑥(1)) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕2𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︂
𝜙*⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

}︂
.

В предельных случаях информированности получаем структуру
оптимального программного управления (𝑚 = 0) и управления с
полной обратной связью (𝑚 = 𝑛):

(19)
𝑢*(𝑡) = argmax

𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

{︂∫︁
R𝑛−𝑚

[︀
𝒜*

𝑢𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)−

− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)
]︀
𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

}︂
,

(20) 𝑢*(𝑡, 𝑥) = argmax
𝑢∈𝑈

𝑁∑︁
𝑘=1

[︀
𝒜*

𝑢𝜓
⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

]︀
.

Учитывая полученные выражения и уравнения (4), (14), (15),
можно записать соотношения для определения функций 𝜙*(𝑡, 𝑥) и
𝜓(𝑡, 𝑥):

𝜕𝜙*(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*(𝑡,𝑥(1))𝜙

*(𝑡, 𝑥), 𝜙*(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥),

𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓(𝑡, 𝑥) + 𝜔̂(𝑡, 𝑥, 𝑢*(𝑡, 𝑥(1))), 𝜓(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥),
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или в координатной форме

(21)

𝜕𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*(𝑡,𝑥(1))𝜙

⟨1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜙⟨1⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)

∫︁
R𝑛

𝑞(𝑡, 𝑥 | 𝑧)𝜙⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧,

𝜕𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝑢*(𝑡,𝑥(1))𝜙

⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑘−1⟩(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

𝜙⟨1⟩(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙⟨𝑘⟩(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁,

(22)

𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)𝜙⟨𝑘+1⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1))), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝜕𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝒜*

𝑢*(𝑡,𝑥(1))
𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜆(𝑡)𝜓⟨𝑁⟩(𝑡, 𝑥) +

+ 𝜆(𝑡)

∫︁
R𝑛

𝑞(𝑡, 𝑧 |𝑥)𝜓⟨1⟩(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥(1))),

𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) = −𝜃(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Таким образом, для определения оптимального управления необ-
ходимо решить систему (21), (22) с учетом (18). После определения
функций 𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥) можно вычислить минимум функционала (16):

𝐽(𝜙0(𝑥), 𝑑
*
𝑚) = −

∫︁
R𝑛

𝜓T(𝑡0, 𝑥)𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁
R𝑛

𝜓⟨1⟩(𝑡0, 𝑥)𝜙
⟨1⟩
0 (𝑥)𝑑𝑥.

Приведенные выше соотношения (19), (21), (22) аналогичны
уравнениям стохастического принципа максимума для систем с фик-
сированной и случайной структурой. Для определения оптимального
управления с полной обратной связью достаточно использовать со-
отношения (20) и (22), поскольку при 𝑚 = 𝑛 нет необходимости
находить плотность вероятности вектора состояния, так как при
управлении непосредственно используется результат точного изме-
рения вектора состояния. Эти уравнения по структуре аналогичны
уравнению Беллмана для стохастических систем. Соответствую-
щие уравнения стохастического принципа максимума и уравнения
Беллмана приведены в [2,8, 9, 23].
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Отметим, что соотношения (14) и (15) получены с использованием
только необходимых условий экстремума, поэтому после решения
задачи (18), (21), (22) нужны дополнительные исследования, однако
из теоремы 2 и (16), (17) при 𝑚 = 𝑛 следует, что для синтеза
оптимального управления с полной обратной связью достаточно
решить систему уравнений (20) и (22), так как в этом случае
справедливы равенства

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)

[︂
𝜕𝜓⟨𝑘⟩(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+

+max
𝑢∈𝑈

{︂ 𝑁∑︁
𝑟=1

𝒜*
𝑟𝑘𝜓

⟨𝑟⟩(𝑡, 𝑥)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑢)

}︂]︂
𝑑𝑥 = 0,

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
R𝑛

𝜙⟨𝑘⟩(𝑥)
[︀
𝜓⟨𝑘⟩(𝑡1, 𝑥) + 𝜃⟨𝑘⟩(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 = 0

для произвольной функции 𝜙(𝑥) = [𝜙⟨1⟩(𝑥) 𝜙⟨2⟩(𝑥) . . . 𝜙⟨𝑁⟩(𝑥) ]T ∈ F.
Аналогичная методика вывода соотношений для нахождения

оптимального управления может быть использована в задачах,
в которых поток импульсных воздействий не эрланговский, а
гиперэрланговский или гиперэкспоненциальный.
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