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Непарадоксальное логическое следование и
проблема решения МЛ-уравнений

Аннотация. Рассматривается #𝑃 -полная задача вычиcления всех выпол-
няющих подстановок для логического уравнения 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 1. Пред-
лагается новый способ ее решения за счет приведения к задаче вычисления
такого множества 𝑈 , что 𝑈 = 𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛). Здесь 𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) —
формула алгебры множеств, изоморфная 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), и 𝑋𝑛 — заранее
известные множества. Переменные 𝑥𝑛 в логическом уравнении являются
характеристическими функциями для множеств 𝑋𝑛 из второго равенства,
которое названо МЛ-уравнением.

Ключевые слова и фразы: логические уравнения, силлогистика, алгебраическая онто-
логия, алгебраическая система, непарадоксальное логическое следование в семантическом
смысле, булева алгебра.

Введение

Следуя А. Тарскому [1] в том, что истинностное значение формулы
соответствует понятию выполнимости ее образа в области интерпре-
тации, введено новое понятие –– непарадоксальное логическое сле-
дование в семантическом смысле (НЛССС), позволяющее построить
непарадоксальную логику на основе нового базиса силлогистики

𝑁𝑂𝐵𝑆 = ⟨𝐴(𝑋,𝑌 ), 𝐸𝑞(𝑋,𝑌 ), 𝐼𝑂(𝑋,𝑌 ), 𝑋 = 𝑈,𝑋 ⊂ 𝑈⟩

с интерпретацией в алгебре множеств. Ортогональный базис силлоги-
стики

𝑂𝐵𝑆 = ⟨𝐴(𝑋,𝑌 ), 𝐸𝑞(𝑋,𝑌 ), 𝐼𝑂(𝑋,𝑌 )⟩
введен автором в работах [2,3] как альтернатива базису Аристотеля
для традиционной силлогистики (ТС)

𝐴𝑆 = ⟨𝐴𝑋𝑌,𝐸𝑋𝑌, 𝐼𝑋𝑌,𝑂𝑋𝑌 ⟩,
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Рис. 1. Модельные схемы отражающие отношения между
объемами терминов 𝑋, 𝑌

который состоит из четырех категорических суждений [4] и имеет
неоднозначную интерпретацию в семи расширенных Жергонновых
отношениях, входящих в состав 15 модельных схем, введенных в ра-
боте [4], смотри рис. 1. Если пополнить 𝑂𝐵𝑆 двумя суждениями, то
в новом односмысловом базисе силлогистики (𝑁𝑂𝐵𝑆) можно выра-
зить все пятнадцать модельных схем с рис. 1. Суждения 𝐴(𝑋,𝑌 )
и 𝐸𝑞(𝑋,𝑌 ) выражают смысл Жергонновых отношений 𝐺13(𝑋,𝑌 ) и
𝐺9(𝑋,𝑌 ), а суждение 𝐼𝑂(𝑋,𝑌 ) — «некоторые 𝑋 есть 𝑌 и некоторые
не 𝑋 есть 𝑌 и некоторые не 𝑋 есть 𝑌 и некоторые не 𝑋 есть не 𝑌»
выражает Жергонново отношение 𝐺15(𝑋,𝑌 ).

Схемы с непустыми и не универсальными модельными множе-
ствами уместно назвать невырожденными, а остальные схемы вырож-
денными Жергонновыми отношениями. Невырожденные отношения
выражаются в 𝑂𝐵𝑆 , а вырожденные в 𝑁𝑂𝐵𝑆 . В работе решается зада-
ча поиска общих и частных решений MЛ-уравнений (нетождественных
равенств) [5]

𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) = 𝑈,(1)

в которых левая часть есть ППФ алгебры множеств, построенная на
модельных множествах, а правая есть универсум. К виду (1) также
сводится нетождественное равенство вида (2)

𝐹1(𝑋̃𝑛) = 𝐹2(𝑋̃𝑛), 𝑋𝑛 = {𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛}.(2)

К рассматриваемой задаче сводится задача верификации НЛССС
для посылок и следствия выраженных суждениями 𝑁𝑂𝐵𝑆 и задача
решения логических уравнений 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 1.

Переменные 𝑥𝑛 в логическом уравнении являются характеристи-
ческими функциями для множеств 𝑋𝑛 из уравнения (1).
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1. Алгебраическая онтология как логико-семантическая
модель

Определение 1. Непарадоксальным логическим следованием в се-
мантическом смысле (НЛССС) называется отношение между вы-
сказываниями в виде формул 𝐺 и 𝐵, отображающее тот факт,
что если 𝐺 и 𝐵 выполнимые формулы (не законы и не противоре-
чия), то в силу только их логической структуры нельзя приписать
высказыванию 𝐺 значение «истинно»(выполнено), не будучи быть
вынужденным приписать значение «истинно»(выполнено) 𝐵. Обо-
значим НЛССС как �𝑁 , его отсутствие как 2 1.

Рассмотрим модель которая задает 𝑛-арное логическое отношение
между модельными множествами. Обозначим через 𝐵(𝑋̃𝑛) семейство
из всех подмножеств универсума, которые могут быть построены из ко-
нечной системы 𝑋̃𝑛 = {𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛}, образующих множеств, явля-
ющихся подмножествами универсума, посредством операций объеди-
нения, пересечения и дополнения до универсума. Семейство 𝐵(𝑋̃𝑛) —
основа, включает также универсум и пустое множество. Всего можно
составить не более чем 2𝑛 конституент. Конституенты являются эле-
ментарными «кирпичиками», из которых составляются подмножества
основы; если занумеровать надлежащим образом конституенты, то
универсум можно рассматривать как множество номеров конституент.
Нумерацию конституент

𝑋1
𝜎1 ·𝑋2

𝜎2 · · · · ·𝑋𝑛
𝜎𝑛 , 𝑋𝜎𝑖

𝑖 =

{︂
𝑋𝑖, 𝜎𝑖 = 1,

𝑋𝑖
′, 𝜎𝑖 = 0

для вычисления множества выражаемого конституентой удобно про-
изводить зафиксировав порядок индексов модельных множеств. При
заданном порядке каждой конституенте (полной конъюнкции) можно
сопоставить набор из нулей и единиц ⟨𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⟩ и соответству-
ющее ему десятичное число, которое будем называть индикатором
(номером) конституенты. Рассмотрим алгебраическую систему (3)

⟨𝐵(𝑋̃𝑛), W𝐹 , W𝑅⟩,(3)

1Из девяти возможных комбинаций (закон 𝑇 , противоречие 𝐹 , выполнимость
𝑃 ) между посылкой и следствием в отношении НЛССС может находиться только
одна комбинация 𝑃 �𝑁 𝑃 .
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где W𝐹={+, ·,′ }, 𝑊𝑅={=,⊂} 2. В алгебре логики конституенты

𝑥1
𝜎1 · 𝑥2

𝜎2 · · · · · 𝑥𝑛
𝜎𝑛 , 𝑥𝜎𝑖

𝑖 =

{︃
𝑥𝑖, 𝜎𝑖, = 1

𝑥𝑖
′, 𝜎𝑖 = 0,

принято называть полными конъюнкциями операции {+, ·,′ } есть
логические операции дизъюнкции, конъюнкции и отрицания.

Определение 2. Единицей 𝑀 алгебраической системы (АС) (3)
или характеристическим множеством, называется семейство непу-
стых конституент данной системы.

Базовой системой номеров 𝐵𝑆𝑁(𝑈) универсума называется мно-
жество номеров конституент единицы алгебраической системы.
Базовую систему номеров также будем называть конституентным
множеством.

Нулем 𝑁 алгебраической системы (3) или дополнением единицы,
будем называть семейство ее пустых конституент.

Базовой системой номеров 𝐵𝑆𝑁(𝑋) любого непустого множе-
ства 𝑋 из 𝐵(𝑋̃𝑛) будем называть множество номеров (индикато-
ров) непустых конституент из характеристического множества,
таких, что объединение этих конституент совпадает с данным
множеством3.

По аналогии с бинарными логическими отношениями 𝐴(𝑋,𝑌 );
𝐸𝑞(𝑋,𝑌 ); 𝐼𝑂(𝑋,𝑌 ), введем понятие 𝑛-арного логического отношения.
Оно задается с помощью алгебраической системы (3), путем указания
номеров конституент ее единицы (𝑀).

Определение 3. АС (3) с фиксированным порядком индексов
модельных множеств полностью определяется кортежом (4)

𝐼 = ⟨𝑈,𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛⟩,𝑀(𝐼) = 𝑈(4)

который мы будем называть n-арным логическим отношением меж-
ду модельными множествами или алгебраической онтологией (А-он-
тологией)4.

2W𝐹={+, ·,′ }-операции объединение, пересечение, дополнение до универсума
алгебры множеств

3Далее, если это специально не оговорено будем считать, что в (3) все множе-
ства и универсум заданы в виде 𝐵𝑆𝑁 , то есть как конституентные множества.

4Наглядно А-онтологию будем изображать в виде линейной диаграммы (смот-
ри рисунки 2, 3), которая является дискретным аналогом диаграммы Венна.
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𝑈𝑟 = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
𝑋1 = ================

𝑋2 = ======== ========

𝑋3 = ==== ==== ==== ====

𝑋4 = == == == == == == == ==

Рис. 2. Каноническая А-онтология для 𝑛 = 4

А-онтологию 𝐼0 = ⟨𝑈0, 𝑋0
1 , 𝑋

0
2 , . . . , 𝑋

0
𝑛⟩, у которой все консти-

туенты не пусты, будем называть канонической. Отношение, за-
даваемое канонической А-онтологией, будем называть отношением
независимости в совокупности n-модельных множеств.

Очевидно, что 𝑀(𝐼0) = 𝑈0 = {0, 1, . . . , 2𝑛 − 1}, смотри pис. 2.

Теорема 1. Для А-онтологии 𝐼 с 𝑛 модельными множествами
и универсумом 𝑈(𝐼) выполняются соотношения (5)

1. 𝑀 = ∪{𝑖},𝐾(𝑖) ̸= ∅,
2. 𝑁 = { ∪𝐾(𝑖)

𝑖∈{0,1,...,2𝑛−1}∖𝑀
},

3. 𝑁 = { ∩
𝑖∈𝑀

𝐷(𝑖′))}; 𝑖 = 2𝑛 − 𝑖′ − 1, 𝑖′ = 2𝑛 − 𝑖− 1,

4. 𝑀 = { ∩
𝑖∈𝑁

𝐷(𝑖′)}),

5. 𝑋𝑖 = 𝑈(𝐼) ·𝑋0
𝑖 = 𝑀 ·𝑋𝑖

0, 𝑖 = 1, 𝑛;

(5)

𝑋0
𝑖 -термины канонической А-онтологии, 𝐷(𝑖′) = 𝐾(𝑖)′ — дизститу-

ента, двойственная 𝑖-ой конституенте5.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно заме-
тить, что множество 𝐷(𝑖′) = 𝑈 ∖ {𝑖}, здесь 𝑈0 = 𝑀(𝐼0) — единица
канонической А-онтологии.

Из соотношения (5) теоремы 1 следует, что объемы модельных
множеств А-онтологии полностью определяются ее единицей.

Определение 4. Полный набор (множество всех) бинарных
отношений между модельными множествами для заданной А-он-
тологии 𝐼 будем называть полным бинарным инвариантом 𝐵𝐼𝑁(𝐼),
определяемого А-онтологией 𝑛-арного логического отношения. Если
набор неполный (входящие в него бинарные отношения заданы не для
всех возможных сочетаний модельных множеств), то такой набор
называется неполным бинарным инвариантом 𝑛𝐵𝐼𝑁(𝐼).

5Принцип нумерации дизституент такой же как у конституент. Порецкий П.С.
называл дизституенты в своей работе [6] продуцентами.
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Рис. 3. Иллюстрация понятия бинарный инвариант

Доказано, что в каждый 𝐵𝐼𝑁 входит максимальная по числу
конституент А-онтология, при этом добавление к ее единице любой
непустой конституенты выводит максимальную А-онтологию из дан-
ного 𝐵𝐼𝑁 .

Замечание 1. Логическое содержание максимальной А-онтоло-
гии выражается ее 𝐵𝐼𝑁 . Логическое содержание не максимальной
А-онтологии с данным 𝐵𝐼𝑁 выражается конъюнкцией суждений
ее 𝐵𝐼𝑁 в совокупности с суждениями 𝑁𝑂𝐵𝑆, выражающими пу-
стоту констиуент, которые не входят в данную А-онтологию по
сравнению с максимальной.

Бинарный инвариант 𝐵𝐼𝑁 = {𝐴(𝑋 ′
1, 𝑋2); 𝐼𝑂(𝑋1, 𝑋2);𝐴(𝑋 ′

1, 𝑋4);
𝐴(𝑋 ′

2, 𝑋
′
3); 𝐼𝑂(𝑋2, 𝑋3); 𝐴(𝑋3, 𝑋4)} определяет две А-онтологии одна

из которых максимальная (рис. 3).

А-онтология 𝐼 позволяет выразить 𝑛-арное логическое отношение
в виде суждения 𝑁𝑂𝐵𝑆

𝐹 (𝑋𝑛) = 𝑀(𝐼),

называемого далее МЛ-уравнением, где 𝐹 (𝑋̃𝑛) — ППФ алгебры мно-
жеств.

Модельные множества, выраженные номерами конституент, и
вся А-онтология могут быть представлены совершенной нормаль-
ной формой Кантора (𝑆𝑁𝐹𝐾). Например, левая А-онтология рис. 3
представляется как МЛ-уравнение с левой частью в форме 𝑆𝑁𝐹𝐾:

𝑋1
′ ·𝑋2 ·𝑋3

′ ·𝑋4 +𝑋1
′ ·𝑋2 ·𝑋3 ·𝑋4 +𝑋1 ·𝑋2

′ ·𝑋3
′ ·𝑋4

′+

𝑋1 ·𝑋 ′
2 ·𝑋3

′ ·𝑋4 +𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋 ′
3 ·𝑋4

′ +𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋3
′ ·𝑋4+

𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋3 ·𝑋4 = 𝑈

,(6)

либо через равносильную левой части этого равенства ППФ, например,
𝑋1 ·𝑋3

′ +𝑋2 ·𝑋4 = 𝑈 .
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2. Исчисление конституентных множеств

Для того, чтобы доказать функциональную полноту 𝑁𝑂𝐵𝑆 и
иметь возможность построения А-онтологии с наперед заданными
свойствами, построено исчисление конституентных множеств. Теоре-
ма 2 позволяет последовательно вводить в исходную А-онтологию
бинарные отношения (суждения 𝑁𝑂𝐵𝑆).

Теорема 2.
(1) Чтобы ввести в 𝑛-арную А-онтологию отношение 𝑋 ⊂ 𝑈 , до-

статочно добавить к ее единице хотя бы одну конституенту
с номером из множества номеров конституент, образующих
множество 𝑋 ′ = 𝑈0 ∖𝑋, где 𝑈0 — универсум 𝑛-арной канони-
ческой А-онтологии.

(2) Чтобы ввести в А-онтологию отношение 𝑋 = 𝑈 необходимо
и достаточно убрать из нее все конституенты с номерами
из множества конституент образующих множество 𝑋 ′ =
𝑈 ∖𝑋.

(3) Чтобы ввести в А-онтологию отношение 𝑋 ⊂ 𝑌 , необходимо
и достаточно убрать из нее все конституенты с номерами
из множества конституент, образующих множество 𝑋 · 𝑌 ′.

(4) Чтобы ввести в А-онтологию отношение 𝑋 = 𝑌 , необходимо
и достаточно убрать из нее все конституенты с номерами
из множества конституент, образующих множество 𝑋 ′ · 𝑌 +
𝑋 · 𝑌 ′.

(5) Чтобы ввести в А-онтологию отношение 𝐼𝑂(𝑋,𝑌 ), достаточно
добавить в нее хотя бы по одной конституенте с номерами
из тех множеств 𝑋 ′ · 𝑌 ′, 𝑋 ′ · 𝑌 , 𝑋 · 𝑌 ′, 𝑋 · 𝑌 , которые
являются в ней пустыми.

На основе теорем исчисления конституентных множеств разрабо-
тан M-aлгоритм вычисления А-онтологии 𝐼 и ее универсума (единицы
𝑀(𝐼)) для конъюнкции суждений 𝑁𝑂𝐵𝑆 [2].

Следствие 1. Доказано, что модифицированная А-онтология,
получаемая в результате введения в исходную А-онтологию отно-
шения 𝑋 ⊂ 𝑌 или 𝑋 = 𝑌 , является максимальной по числу непу-
стых конституент среди всех А-онтологий, имеющих одинаковый с
ней 𝐵𝐼𝑁 . То есть, применяемый для ведения этих отношений М-
алгоритм производит удаление минимального числа конституент,
для выполнения вводимого логического отношения.
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𝑈𝑟 = 0 2 4 6 7
𝑋1 = ====

𝑋2 = == ==

𝑋3 = ========

Рис. 4. А-онтология соответствующая суждению (8)

На основании теорем исчисления конституентных множеств и
свойств М-алгоритма доказана

Теорема 3. Имеет место функциональная полнота простых
суждений нового базиса силлогистики, то есть любая А-онто-
логия может быть выражена конъюнкцией суждений 𝑁𝑂𝐵𝑆.

На рис. 3 левая А-онтология — максимальная (добавление к ее
единице нового конституентного номера изменяет 𝐵𝐼𝑁). М-алгоритм
строит максимальную А-онтологию по конъюнкции суждений 𝑁𝑂𝐵𝑆 ,
поэтому ее логическое содержание может быть выражено конъюнкци-
ей суждений 𝐵𝐼𝑁 как

𝐴(𝑋 ′
1, 𝑋2) · 𝐼𝑂(𝑋1, 𝑋3) ·𝐴(𝑋 ′

1, 𝑋3) ·𝐴(𝑋 ′
2, 𝑋

′
3) · 𝐼𝑂(𝑋2, 𝑋4) ·𝐴(𝑋3, 𝑋4).

Для того, чтобы выразить логическое содержание правой А-он-
тологии в 𝑁𝑂𝐵𝑆 , нужно добавить к данной конъюнкции еще один
множитель 𝐷(2) = 𝑈 , который утверждает пустоту конституенты
с номером 13, 13′ = 24 − 13− 1 = 2, 𝐷(2) = (𝑋 ′

1 +𝑋 ′
2 +𝑋3 +𝑋 ′

4) = 𝑈 .
Рассмотрим совершенную нормальную форму Кантора (СНФК),

представленную объединением семейства конституент
𝑋1 ·𝑋 ′

2 ·𝑋 ′
3 +𝑋 ′

1 ·𝑋 ′
2 ·𝑋 ′

3 +𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋3 +𝑋 ′
1 ·𝑋2 ·𝑋 ′

3 +𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋 ′
3.(7)

Если число составляющих ее конституент меньше 2𝑛, то ей можно
сопоставить нетождественное равенство (МЛ-уравнение)

𝑋1 ·𝑋 ′
2 ·𝑋 ′

3⏟  ⏞  
4

+𝑋 ′
1 ·𝑋 ′

2 ·𝑋 ′
3⏟  ⏞  

0

+𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋3⏟  ⏞  
7

+𝑋 ′
1 ·𝑋2 ·𝑋 ′

3⏟  ⏞  
2

+𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋 ′
3⏟  ⏞  

6

= 𝑈,

(8)

в котором левую часть нельзя тождественно привести к правой.
МЛ-уравнение, как суждение 𝑁𝑂𝐵𝑆 , характеризуется единицей 𝑀 =
𝑈 = {0, 2, 4, 6, 7}, сопоставленной ему посредством М-алгоритма. Этой
единице соответствует А-онтология, изображенная на рис. 4.

Рассмотрим СНФК

𝑆𝑁𝐹𝐾 =
⋃︁

𝑖∈𝑀(𝐼)⊂{0,1,2,...,2𝑛−1}

K(𝑖),
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построенную по единице 𝑀(𝐼) неканонической А-онтологии 𝐼. Все
ППФ алгебры множеств 𝐹𝑖(𝑋̃𝑛) такие, что

𝐹𝑖(𝑋̃𝑛) ≡ 𝑆𝑁𝐹𝐾, 𝑖 = 1,𝑚,

образуют класс эквивалентности. Из них можно составить 𝑚 МЛ-урав-
нений вида (9)

𝐹𝑖(𝑋̃𝑛) = 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.(9)

Каждое утверждение 𝑁𝑂𝐵𝑆 (9) выполняется, тогда и только
тогда, когда 𝑀(𝐹𝑖(𝑋̃𝑛) = 𝑈) = 𝑀(𝐼).

Класс эквивалентности (9) называется общим решением, опреде-
ляющим все равносильные следствия исходного МЛ-уравнения.

Частным решением называются его нетождественные следствия
(МЛ-уравнения), которые не равносильны исходному и несут только
не тождественную часть логического содержания6 исходного.

Определение 5. А-онтологии 𝐼 можно сопоставить МЛ-урав-
нение 𝑆𝑁𝐹𝐾(𝐼) = 𝑈 . Выразим равносильное ему МЛ-уравнение через
нуль 𝑁(𝐼) = 𝑈0 ∖𝑀(𝐼) в виде конъюнкции утверждений (10) из суж-
дений 𝑁𝑂𝐵𝑆:(︀

𝐷(𝑖′1) = 𝑈
)︀
·
(︀
𝐷(𝑖′2) = 𝑈

)︀
· . . . ·

(︀
𝐷(𝑖′𝑘) = 𝑈

)︀
,(10)

где {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘} = 𝑁(𝐼), 𝑖𝑗 = 2𝑛− 1− 𝑖′𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘. Каждый «множи-
тель» этой конъюнкции выражает пустоту одной из конституент,
входящих в 𝑁(𝐼). Будем называть конъюнкцию (10) канонической
формой логического содержания А-онтологии 𝐼.

Конъюнкция утверждений 𝑁𝑂𝐵𝑆 (10) равносильна одному утвер-
ждению (11): (︁

∩
𝑖∈𝑁(𝐼)

𝐷(𝑖′)
)︁
= 𝑈,(11)

где 𝑖′ = 2𝑛 − 𝑖− 1. Левая часть этого равенства выражает единицу
А-онтологии 𝐼:

𝑀(𝐼) = ∩
𝑖∈𝑁(𝐼)

𝐷(𝑖′).(12)

Из введенного понятия НЛССС и теорем исчисления конститу-
ентных множеств вытекает

6Логическое содержание можно выразить различными способами, например
на основе 𝐵𝐼𝑁(𝐼).
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𝑈𝑟 = 0 4 5 6 7 8 12 13 16 20 22 24 28
𝑋1 = ================

𝑋2 = ========== ======

𝑋3 = == == == ==

𝑋5 = ==== == ==== ==========

Рис. 5. A-онтология 𝐼1

Теорема 4. Логическое содержание А-онтологии 𝐼2 — 𝐿𝑜𝑔(𝐼2),
является частью логического содержания А-онтологии 𝐼1 — 𝐿𝑜𝑔(𝐼1),
тогда и только тогда, когда их единицы (объемы универсумов) нахо-
дятся в соотношении 𝑀(𝐼1) ⊆ 𝑀(𝐼2). При этом строгое включение
выполняется только тогда, когда(︀

𝐿𝑜𝑔(𝐼1) �𝑁 𝐿𝑜𝑔(𝐼2)
)︀
·
(︀
𝐿𝑜𝑔(𝐼2) 2 𝐿𝑜𝑔(𝐼1)

)︀
.

Теорема 4 позволяет находить частные решения для МЛ-уравне-
ния с набором 𝑛 переменных 𝑋𝑛 в виде МЛ-уравнения тоже с набором
𝑛 переменных, а также проверять является ли данное МЛ-уравнение
частным решением МЛ-уравнения с таким же числом переменных.
Для проверки является ли МЛ-уравнение 𝐹2

˜(𝑋𝑚) = 𝑈 следствием
МЛ-уравнения 𝐹1

˜(𝑋𝑛) в случае, когда (𝑋𝑛) и (𝑋𝑚) являются несов-
падающими, их приводят к одной системе переменных.

Пусть логическое содержание А-онтологии 𝐼1 определяет левая
часть равенства (13) и у 𝐼2 МЛ — уравнение (14). Покажем, что
МЛ-уравнение (14) есть частное решение МЛ-уравнения

𝑆𝑁𝐹𝐾(𝐼1) = 𝑈,

которое можно получить, вычислив 𝑀(𝐼1) посредством M-алгоритма.
Отметим, что левая часть МЛ-уравнения (14) при непустых и неуни-
версальных 𝐺,𝑆,𝑋, 𝑌 , равносильна отношению 𝐴(𝐴 ·𝐷′, 𝐸′), которое
выполняется в А-онтологии 𝐼1 (смотри рис. 5):

𝐸𝑞(𝐸,𝐶 · 𝐸) · 𝐸𝑞(𝐷,𝐷 · 𝐶) · 𝐸𝑞(𝐸,𝐴′ · 𝐸) · 𝐸𝑞(𝐷,𝐷 ·𝐵′) = 𝑈,(13) (︀
(𝐴 ·𝐷′)′ + 𝐸′)︀ = 𝑈.(14)

Представим суждение (13) посредством М-алгоритма как МЛ-уравне-
ние, которое изображено в виде единицы А-онтологии на рис. 5.

Приведенное уравнение (14) примет вид (15)(︀
(𝐴 ·𝐷′)′ + 𝐸′)︀ · (𝐵 +𝐵′) · (𝐶 + 𝐶 ′) = 𝑈.(15)
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𝑈𝑟 = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 19 20 22 23 24 26 27 28 30 31
𝑋1 = ================================

𝑋2 = ================ ============

𝑋3 = ======== ======== ====== ======

𝑋4 = ==== ==== ==== ==== == == == ==

𝑋5 = == == == == == == == == ==== ==== ==== ====

Рис. 6. А-онтология 𝐼2

Построим с помощью М-алгоритма А-онтологии 𝐼1 и 𝐼2 (рис. 5 и 6
соответственно). Видно, что МЛ-уравнение (14) есть частное решение
для (13), так как 𝑀(𝐼1) ⊂ 𝑀(𝐼2).

3. Решение логического уравнения путем вычисления
единицы соответственного МЛ-уравнения

МЛ-уравнению 𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) = 𝑈 можно однооднозначно
сопоставить логическое уравнение 𝐹 (𝑥̃𝑛) = 1 (булевы переменные 𝑥𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, являются характеристическими функциями модельных
множеств 𝑋𝑖). Посредством применения М-алгоритма для вычисления
объема единицы 𝑀

(︁
𝐹 (𝑋̃𝑛) = 𝑈

)︁
разработан алгоритм поиска поиска

всех выполняющих подстановок для 𝐹 (𝑥̃𝑛) = 1. М-алгоритм можно
эффективно распараллелить. При этом доказано, что

𝑀
(︀
𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛)

)︀
= 𝐹 (𝑋0

1 , 𝑋
0
2 , . . . , 𝑋

0
𝑛),(16)

где 𝑋0
1 , 𝑋

0
2 , . . . , 𝑋

0
𝑛 — модельные множества канонической 𝑛-арной

А-онтологии.

Пример 1. Пусть дано уравнение 𝑥2 ∼ 𝑥3 + (𝑥1 ⇒ 𝑥3)
′ = 1.

Приведем его к базису «и, или, не»,

𝑥2 ∼ 𝑥3 + 𝑥1 ⇒ 𝑥3 ≡ 𝑥′
2 · 𝑥′

3 + 𝑥2 · 𝑥3 + 𝑥1 · 𝑥3
′ = 1.

Соответственное ему МЛ-уравнение имеет вид

𝑋 ′
2 ·𝑋 ′

3 +𝑋2 ·𝑋3 +𝑋1 ·𝑋3
′ = 𝑈.

По формуле (16) при

𝐼03 = ⟨{𝑈0 = {0..7}, 𝑋0
1 = {4, 5, 6, 7}, 𝑋0

2 = {2, 3, 6, 7}, 𝑋0
3 = {1, 3, 5, 7}⟩

имеем

𝑋 ′
2 ·𝑋 ′

3 +𝑋2 ·𝑋3 +𝑋1 ·𝑋 ′
3

= {0, 1, 4, 5} · {0, 2, 4, 6}+ {2, 3, 6, 7} · {1, 3, 5, 7}+ {4, 5, 6, 7} · {0, 2, 4, 6}
= {0, 4}+ {3, 7}+ {4, 6} = {0, 3, 4, 6, 7}.
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Рис. 7. Возможность поблочного вычисления единицы А-онтологии

Проверим. Левая часть исходного МЛ-уравнения равносильна СНФК

𝑋1 ·𝑋 ′
2 ·𝑋 ′

3⏟  ⏞  
4

+𝑋 ′
1 ·𝑋 ′

2 ·𝑋 ′
3⏟  ⏞  

0

+𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋3⏟  ⏞  
7

+𝑋 ′
1 ·𝑋2 ·𝑋3⏟  ⏞  

3

+𝑋1 ·𝑋2 ·𝑋 ′
3⏟  ⏞  

6

,

поэтому единица соответственного МЛ-уравнения равна

𝑀 = {0, 3, 4, 6, 7}.

Тот же результат дает применение М-алгоритма к суждению
𝑋 ′

2 ·𝑋 ′
3 +𝑋2 ·𝑋3 +𝑋1 ·𝑋3

′ = 𝑈. Отсюда следует, что полный набор
выполняющих подстановок для исходного логического уравнения есть

{⟨0, 0, 0, ⟩⏟  ⏞  
0

, ⟨0, 1, 1⟩⏟  ⏞  
3

, ⟨1, 0, 0⟩⏟  ⏞  
4

, ⟨1, 1, 0⟩⏟  ⏞  
6

, ⟨{1, 1, 1}⟩⏟  ⏞  
7

.

Алгоритм поиска всех выполняющих подстановок для логического
уравнения может быть эффективно распараллелен. Из верхней части
рис. 7, построенного реализующей М-алгоритм программой, видно,
что в исходной канонической онтологии можно выделить 8 блоков:

[0..7]⏟  ⏞  
0

, [8..15]⏟  ⏞  
1

, [16..23]⏟  ⏞  
2

, [24..31]⏟  ⏞  
3

, [32..39]⏟  ⏞  
4

, [40..47]⏟  ⏞  
5

, [48..55]⏟  ⏞  
6

, [56..63]⏟  ⏞  
7

.

Она приведена к данной онтологии путем введения двух отношений
𝐴(𝑋1, 𝑋3) и 𝐴(𝑋5, 𝑋3). Из второй части рисунка видно, что в итого-
вой онтологии блоки с номерами 4 и 6 — пустые множества, в осталь-
ных блоках либо выполняются отношения 𝐴(𝑋1, 𝑋3) и 𝐴(𝑋5, 𝑋3),
либо не противоречащие им отношения 𝐸𝑞(𝑋1, 𝑋3), 𝐸𝑞(𝑋5, 𝑋3).
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Программно реализовано поблочное вычисление для 22 перемен-
ных.

Предложенный способ нахожения всех выполняющих подстановок
может быть использован в алгоритмах построения декомпозиционных
множеств, для крупноблочного распараллеливания SAT-задач и их
решения в распределенных вычислительных средах [7].

4. Заключение

В последнее время высокими темпами развиваются параллельные
SAT-решатели ([7], [8], [9], [10]). Многие важные прикладные задачи
могут быть эффективно сведены к задаче о булевой выполнимости
(SAT) [11]. Несмотря на то, что SAT является NP-полной задачей, за
последние 15 лет был достигнут значительный прогресс в алгоритмике
SAT-решателей. Принципы распараллеливания впервые изложены
в работе [12]. Все до настоящего времени используемые алгоритмы
ориентированы на поиск отдельных выполняющих подстановок.

В отличии от них в работе предложен новый, обладающий воз-
можностью параллельного выполнения алгоритм поиска всех выпол-
няющих подстановок для логического уравнения, который позволяет
без логического вывода устанавливать НЛССС между ними.
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Yurii Smetanin. Non-paradoxical logical consequence and the problem of solving
ML-equations.

Abstract. Abstract. In this paper we consider a #𝑃 -complete problem of calculating
all performing substitutions for a Boolean equation 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 1. We propose
a new way to solve this problem by its reduction to a problem of determination of a set 𝑈 ,
such that 𝑈 = 𝐹 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛), where𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 is a set algebra formula which
is isomorphic to 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) and 𝑋𝑛 are known sets. Variables 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

of a logical equation are characteristic functions for the sets 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 from the
second equality which is referred to as ML-equation. (In Russian).

Key words and phrases: logical equations, syllogistics, algebraic ontology, algebraic system,
non-paradoxical logical consequence in the semantic sense, Boolean algebra.
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