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Невырожденные анормальные управления
в субримановой задаче с вектором роста (2, 3, 5, 8)

Аннотация. Рассматривается нильпотентная субриманова задача с век-
тором роста (2, 3, 5, 8). Приводится описание канонических анормальных
управлений. Получены формулы для соответствующих сопряженных векто-
ров принципа максимума Понтрягина.
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Введение

Данная статья является продолжением исследования, начатого в
статье [1], в которой были изучены вырожденные анормальные экс-
тремальные пары в субримановой задаче с вектором роста (2, 3, 5, 8).
В данной статье изучаются невырожденные анормальные экстремаль-
ные пары в этой задаче. Проинтегрирована вертикальная подсистема
гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина в анормаль-
ном случае. Получено описание класса анормальных управлений.

Полученные результаты являются основой для исследования анор-
мальных траекторий на нестрогую и строгую анормальность. Если
множество нестрого анормальных траекторий непусто, то такие тра-
ектории целесообразно исследовать на оптимальность.

1. Постановка задачи и необходимые теоретические
сведения

В этом разделе сформулируем задачу оптимального управления
и принцип максимума Понтрягина для нее.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 17-11-01387).
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1.1. Задача оптимального управления

Нильпотентная субриманова задача с вектором роста (2, 3, 5, 8)

ставится как следующая двухточечная задача оптимального управле-
ния. Для двух заданных точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ R8 требуется найти решение
задачи оптимального управления

𝑥̇1 = 𝑢1,(1)
𝑥̇2 = 𝑢2,(2)

𝑥̇3 = −𝑥2
2
𝑢1 +

𝑥1
2
𝑢2,(3)

𝑥̇4 =
𝑥21 + 𝑥22

2
𝑢2,(4)

𝑥̇5 = −𝑥
2
1 + 𝑥22
2

𝑢1,(5)

𝑥̇6 =
𝑥31
6
𝑢2,(6)

𝑥̇7 = −𝑥1𝑥
2
2

4
𝑢1 +

𝑥21𝑥2
4

𝑢2,(7)

𝑥̇8 = −𝑥
3
2

6
𝑢1,(8)

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1,(9)

𝑙 =

∫︁ 𝑇

0

√︁
𝑢21 + 𝑢22 𝑑𝑡→ min,(10)

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥8) ∈ R8, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2.

Допустимые управления выбираются из класса измеримых и огра-
ниченных на отрезке вектор-функций 𝑢(·) ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ], R2), допусти-
мые траектории — из класса липшицевых вектор-функций 𝑥(·) ∈
Lip([0, 𝑇 ], R8).

Задача оптимального управления (1)–(10) является простейшей
нильпотентной субримановой задачей на четырехступенной группе
Ли. Она задает нильпотентную аппроксимацию субримановой струк-
туры общего положения в восьмимерном пространстве с двумерным
управлением, в окрестности точки общего положения, см. [2].

Систему (1)–(8) можно переписать в векторном виде

𝑥̇ = 𝑢1𝑋1(𝑥) + 𝑢2𝑋2(𝑥),
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где 𝑋1(𝑥), 𝑋2(𝑥) суть следующие векторные поля на R8:

𝑋1 =
𝜕

𝜕 𝑥1
− 𝑥2

2

𝜕

𝜕 𝑥3
− 𝑥21 + 𝑥22

2

𝜕

𝜕 𝑥5
− 𝑥1𝑥

2
2

4

𝜕

𝜕 𝑥7
− 𝑥32

6

𝜕

𝜕 𝑥8
,(11)

𝑋2 =
𝜕

𝜕 𝑥2
+
𝑥1
2

𝜕

𝜕 𝑥3
+
𝑥21 + 𝑥22

2

𝜕

𝜕 𝑥4
+
𝑥31
6

𝜕

𝜕 𝑥6
+
𝑥21𝑥2
4

𝜕

𝜕 𝑥7
.(12)

С помощью скобок Ли построим базис в алгебре Ли, порожденный
полями 𝑋1, 𝑋2:

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑋3 =
𝜕

𝜕𝑥3
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥4
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥5
+

+
𝑥21
2

𝜕

𝜕𝑥6
+ 𝑥1𝑥2

𝜕

𝜕𝑥7
+
𝑥22
2

𝜕

𝜕𝑥8
,(13)

[𝑋1, 𝑋3] = 𝑋4 =
𝜕

𝜕𝑥4
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥6
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥7
,(14)

[𝑋2, 𝑋3] = 𝑋5 =
𝜕

𝜕𝑥5
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥7
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥8
,(15)

[𝑋1, 𝑋4] = 𝑋6 =
𝜕

𝜕𝑥6
,(16)

[𝑋2, 𝑋4] =
[︁
𝑋1, 𝑋5

]︁
= 𝑋7 =

𝜕

𝜕𝑥7
,(17)

[𝑋2, 𝑋5] = 𝑋8 =
𝜕

𝜕𝑥8
.(18)

Последовательные степени распределения Δ = span(𝑋1, 𝑋2) име-
ют вид:

Δ2 = Δ+ [Δ, Δ] = span(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3),

Δ3 = Δ2 + [Δ, Δ2] = span(𝑋1, . . . , 𝑋5),

Δ4 = Δ3 + [Δ, Δ3] = span(𝑋1, . . . , 𝑋8),

откуда видно, что распределение Δ имеет вектор роста

(dimΔ𝑥, dimΔ2
𝑥, dimΔ3

𝑥, dimΔ4
𝑥) = (2, 3, 5, 8), 𝑥 ∈ R8.

В силу инвариантности субримановой задачи относительно левых
сдвигов на группе Ли 𝐺 ∼= R8, можно считать, что начальная точка
есть единичный элемент 𝑥0 = 0, cм. [1].

Существование оптимальных траекторий в субримановой зада-
че (1)–(10) стандартно следует из теорем Рашевского–Чжоу и Фи-
липпова [3]. Стандартным образом также можно перейти от задачи
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минимизации субримановой длины 𝑙 к задаче минимизации действия

𝐽 =
1

2

∫︁ 𝑇

0

(𝑢21 + 𝑢22) 𝑑𝑡→ min .

Первым этапом решения задачи оптимального управления яв-
ляется вычисление экстремалей с помощью принципа максимума
Понтрягина.

1.2. Принцип максимума Понтрягина

Рассмотрим кокасательное расслоение пространства состояний
𝑇 *R8 = {(𝑥, 𝜓)|𝑥 ∈ R8, 𝜓 ∈ 𝑇 *

𝑥R8}, будем обозначать его элементы
𝜆 = (𝑥, 𝜓) ∈ 𝑇 *R8. Определим функцию Понтрягина:

ℎ𝜈𝑢(𝜆) = ⟨𝜓, 𝑢1𝑋1(𝑥) + 𝑢2𝑋2(𝑥)⟩+
𝜈

2

(︀
𝑢21 + 𝑢22

)︀
,

𝜆 ∈ 𝑇 *R8, 𝑢 ∈ R2, 𝜈 ∈ R.
Принцип максимума Понтрягина для рассматриваемой задачи

формулируется следующим образом, см. [3,4].

Теорема 1.1. Если управление 𝑢(𝑡) и соответствующая траек-
тория 𝑥(𝑡) оптимальны, то существуют липшицева кривая 𝜆(𝑡) =
(𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡)) ∈ 𝑇 *R8 и число 𝜈 ∈ {−1, 0}, для которых следующие
условия выполняются для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]:

𝜓̇(𝑡) = −𝜕ℎ
𝜈
𝑢

𝜕𝑥
, 𝑥̇(𝑡) =

𝜕ℎ𝜈𝑢
𝜕𝜓

,(19)

ℎ𝜈𝑢(𝑡)(𝜆(𝑡)) = max
𝑣∈R2

ℎ𝜈𝑣(𝜆(𝑡)),(20)

(𝜈, 𝜆(𝑡)) ̸= (0, 0).(21)

Кривая 𝜆(𝑡) называется экстремалью, а удовлетворяющие усло-
виям принципа максимума траектория 𝑥(𝑡) и управление 𝑢(𝑡) назы-
ваются экстремальными. Случай 𝜈 = −1 называется нормальным, а
случай 𝜈 = 0 — анормальным.

2. Интегрирование вертикальной подсистемы
гамильтоновой системы ПМП

В этом разделе вычислим с помощью принципа максимума Понт-
рягина семейство невырожденных анормальных траекторий сопря-
женного пространства для задачи оптимального управления, сформу-
лированной в предыдущем разделе.
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2.1. Интегрирование вертикальной подсистемы ПМП
в анормальном случае

Введем линейные на слоях кокасательного расслоения гамиль-
тонианы ℎ𝑖(𝜆) = ⟨𝜓, 𝑋𝑖(𝑥)⟩, 𝜆 = (𝑥, 𝜓) ∈ 𝑇 *R8, 𝑖 = 1, . . . , 8, тогда
ℎ𝜈𝑢(𝜆) = 𝑢1ℎ1(𝜆)+𝑢2ℎ2(𝜆)+

𝜈

2

(︀
𝑢21 + 𝑢22

)︀
. Гамильтонова система принци-

па максимума Понтрягина (19) в сопряженных переменных принимает
вид, см. [3]:

ℎ̇1 = −ℎ3𝑢2,

ℎ̇2 = ℎ3𝑢1,

ℎ̇3 = ℎ4𝑢1 + ℎ5𝑢2,

ℎ̇4 = ℎ6𝑢1 + ℎ7𝑢2,

ℎ̇5 = ℎ7𝑢1 + ℎ8𝑢2,

ℎ̇6 = ℎ̇7 = ℎ̇8 = 0,

𝑥̇ = 𝑢1𝑋1(𝑥) + 𝑢2𝑋2(𝑥).

(22)

Пусть 𝜈 = 0. Тогда функция Понтрягина имеет вид ℎ0𝑢(𝜆) =

𝑢1ℎ1(𝜆) + 𝑢2ℎ2(𝜆). Если 𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ≡ 0, то ℎ0𝑢(𝜆) ≡ 0 и 𝜆(𝑡) ≡ const,
то есть система (22) находится в состоянии равновесия.

Пусть 𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ̸≡ 0, тогда из (22) следует 𝜆(𝑡) ̸≡ const. В этом
случае из условия максимума (20) для ℎ0𝑢(𝜆) получаем равенства
ℎ1(𝜆) = ℎ2(𝜆) = 0, дифференцируя которые, из первых двух уравне-
ний системы (22) получим ℎ3(𝜆) = 0.

Будем рассматривать ненулевые управления 𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ̸≡ 0.
Итак, в анормальном случае при условии 𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ̸≡ 0 подси-

стема гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина для
сопряженных переменных ℎ𝑖, или вертикальная подсистема, принима-
ет вид

ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 = 0,

ℎ4𝑢1 + ℎ5𝑢2 = 0,

ℎ̇4 = ℎ6𝑢1 + ℎ7𝑢2,

ℎ̇5 = ℎ7𝑢1 + ℎ8𝑢2,

ℎ̇6 = ℎ̇7 = ℎ̇8 = 0.

(23)
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Рассмотрим уравнение системы (23)

ℎ4𝑢1 + ℎ5𝑢2 = 0.(24)

Возможны следующие случаи:
1) невырожденный случай: ℎ24 + ℎ25 ̸≡ 0,

2) вырожденный случай: ℎ24 + ℎ25 ≡ 0.

В данной работе будем исследовать невырожденный случай (вы-
рожденный случай рассмотрен в работе [1]).

В работе [1] было дано следующее

Определение 1. Пусть даны управление 𝑢 ∈ 𝐿∞([𝑎, 𝑏], R𝑚) и
функция 𝑡 ∈ Lip([𝑎̃, 𝑏̃], [𝑎, 𝑏]). Управление

𝑢̃(𝑠) = 𝑡′(𝑠)𝑢(𝑡(𝑠)) ∈ 𝐿∞([𝑎̃, 𝑏̃], R𝑚)

называется обобщенной перепараметризацией управления 𝑢(𝑡).

Согласно предложению 1 статьи [1] обобщенная перепараметриза-
ция анормальной экстремальной пары сохраняет свойство анормаль-
ности.

Из уравнения (24) находим следующее выражение управления
через сопряженные переменные:

𝑢1(𝑡) = −𝑠′(𝑡)ℎ5(𝑠(𝑡)) = −𝛼(𝑡)ℎ5(𝑠(𝑡)),
𝑢2(𝑡) = 𝑠′(𝑡)ℎ4(𝑠(𝑡)) = 𝛼(𝑡)ℎ4(𝑠(𝑡)),

𝑠(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝛼(𝜃)𝑑𝜃, 𝛼(𝑡) ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ], R), 𝑠 : [0, 𝑇 ] → [0, 𝑆].(25)

Рассмотрим управления 𝑢1, 𝑢2 при 𝛼(𝑡) ≡ 1:
𝑢1(𝑠) = −ℎ5(𝑠),
𝑢2(𝑠) = ℎ4(𝑠).

(26)

Тогда система (23) примет вид
ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 = 0,

𝑢1 = −ℎ5,
𝑢2 = ℎ4,

ℎ̇4 = ℎ7ℎ4 − ℎ6ℎ5,

ℎ̇5 = ℎ8ℎ4 − ℎ7ℎ5,

ℎ̇6 = ℎ̇7 = ℎ̇8 = 0.

(27)
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Пусть начальное условие для системы (27) есть

ℎ(0) = ℎ0 ̸= 0.(28)

Тогда задача Коши (27), (28) сводится к задаче Коши для автономного
линейного ОДУ (︂

ℎ̇4
ℎ̇5

)︂
=

(︂
ℎ7 −ℎ6
ℎ8 −ℎ7

)︂(︂
ℎ4
ℎ5

)︂
(29)

c начальными условиями

(ℎ4(0), ℎ5(0)) = (ℎ04, ℎ
0
5).(30)

Обозначим 𝐶 =

(︂
ℎ7 −ℎ6
ℎ8 −ℎ7

)︂
, det𝐶 = Δ, h = (ℎ4, ℎ5). Задачу (29), (30)

запишем кратко:

ḣ = 𝐶h, h(0) = h0.(31)

Будем рассматривать нетривиальный случай

h0 ̸= 0.(32)

Заметим, что если h0 = 0, то решением задачи Коши (31) является
неподвижная точка h(𝑡) = (0, 0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Определение 2. Анормальные управления

𝑢𝑐1(𝑠) = −ℎ5(𝑠), 𝑢𝑐2(𝑠) = ℎ4(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑆],(33)

где (ℎ4(𝑠), ℎ5(𝑠)) есть решение задачи Коши (29), (30), назовем ка-
ноническими анормальными управлениями.

Заметим, что каноническое анормальное управление зависит от
трех парамеров (ℎ6, ℎ7, ℎ8) и от h0. Обозначим вектор параметров
(ℎ6, ℎ7, ℎ8)=𝜒, тогда запишем 𝑢𝑐(𝑡) = 𝑢𝑐(𝑡;𝜒, h0).
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Анормальная экстремаль 𝜆𝑐(𝑠;𝜒, h0) = (𝑥(𝑠;𝜒, h0), 𝜓𝑐(𝑠;𝜒, h0)),
𝑠 ∈ [0, 𝑆], соответствующая каноническому анормальному управле-
нию (33), имеет вид:

𝜓𝑐(𝑠;𝜒, h0) =

5∑︁
𝑖=4

ℎ𝑖(𝑠;𝜒, h
0)𝑋𝑖(𝑥1(𝑠;𝜒, h

0), 𝑥2(𝑠;𝜒, h
0))+

(34)

+

8∑︁
𝑖=6

ℎ𝑖𝑋𝑖(𝑥1(𝑠;𝜒, h
0), 𝑥2(𝑠;𝜒, h

0)) ̸= 0,

𝑥(𝑠;𝜒, h0) =

∫︁ 𝑠

0

−ℎ5(𝜃;𝜒, h0)𝑋1(𝑥1(𝜃;𝜒, h
0), 𝑥2(𝜃;𝜒, h

0))+

+ ℎ4(𝜃;𝜒, h
0)𝑋2(𝑥1(𝜃;𝜒, h

0), 𝑥2(𝜃;𝜒, h
0))𝑑𝜃,

𝑥1(𝜃;𝜒, h
0) =−

∫︁ 𝜃

0

ℎ5(𝜏 ;𝜒, h
0)𝑑𝜏, 𝑥2(𝜃;𝜒, h

0) =

∫︁ 𝜃

0

ℎ4(𝜏 ;𝜒, h
0)𝑑𝜏.

(35)

Итак, результатом интегрирования гамильтоновой системы прин-
ципа максимума Понтрягина (ПМП) (22) в каноническом анормальном
случае является каноническая анормальная пара (33)–(35)
(𝑢𝑐(𝑠;𝜒, h0), 𝜆𝑐(𝑠;𝜒, h0)), 𝑠 ∈ [0, 𝑆].

Определение 3. Управления

𝑢(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑢̃𝑐(𝑡),(36)

где 𝑢̃𝑐(𝑡) = 𝑢𝑐(𝑠(𝑡)) есть перепараметризация управлений (33), 𝑠(𝑡)

есть параметризация (25), назовем обобщенными анормальными
управлениями.

Заметим, что, вычислив канонические анормальные управления,
можно описать, в силу произвольности функции 𝛼(𝑡) ̸≡ 0, весь класс
невырожденных анормальных экстремальных управлений.

Итак, результатом интегрирования гамильтоновой системы прин-
ципа максимума Понтрягина (22) в анормальном случае являет-
ся анормальная пара (𝑢𝑎(𝑡), 𝜆𝑎(𝑡)), где 𝑢𝑎(𝑡) есть управление (36),
𝜆𝑎(𝑡) = 𝜆𝑐(𝑠(𝑡)), см. [1], 𝑠 : [0, 𝑇 ] → [0, 𝑆].
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2.2. Классификация анормальных параметров

Параметры 𝜒 определяют собственные значения матрицы 𝐶 и,
следовательно, тип носителей сопряженных траекторий h(𝑠;𝜒, h0).
Опишем множество параметров 𝜒 в зависимости от знака det𝐶 = Δ =
−ℎ27 + ℎ6ℎ8. Назовем случаи:
1. Δ > 0 эллиптическим;
2. Δ < 0 гиперболическим;
3. Δ = 0 параболическим.

Пусть 𝜒+ суть параметры, соответствующие Δ > 0; 𝜒− суть пара-
метры, соответствующиеΔ < 0; 𝜒0 суть параметры, соответствующие
Δ = 0; 𝜒00 = 0 суть параметры, соответствующие Δ = 0 и 𝐶 = 0.

2.3. Семейство сопряженных эллиптических траекторий

Найдем решение задачи Коши (31) в эллиптическом случае

Δ > 0.(37)

Поскольку все собственные значения матрицы 𝐶 при Δ > 0 чисто
мнимые и различные: 𝜆1 = 𝑖𝛿, 𝜆2 = −𝑖𝛿, 𝛿 =

√
Δ, то решения системы

(31), (37) имеют вид:(︂
ℎ4(𝑡)

ℎ5(𝑡)

)︂
=

(︂
ℎ04 ℎ̇04/𝛿

ℎ05 ℎ̇05/𝛿

)︂(︂
cos 𝛿𝑡

sin 𝛿𝑡

)︂
.(38)

Пусть

𝑄 =

(︂
ℎ04 ℎ̇04/𝛿

ℎ05 ℎ̇05/𝛿

)︂
.(39)

Условие (32), то есть h0 ̸= 0, имеет место. Несложно показать, что

из условия Δ ̸= 0 и из определения вектора ḣ0 =
1

𝛿
𝐶h0 следует, что

ḣ0 ̸= 0.

Предложение 2.1. Определитель матрицы 𝑄 отличен от нуля,
если Δ ̸= 0.

Доказательство. Так как система функций h(𝑡) = {ℎ4(𝑡), ℎ5(𝑡)}
является фундаментальной системой решений ОДУ (29), то вронскиан
функций {ℎ4(𝑡), ℎ5(𝑡)} всегда отличен от нуля, следовательно, det𝑄 =
1

𝛿
𝑊 (0) ̸= 0.
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Следствие 2.1. В случае Δ ̸= 0 вектор-функции h(𝑡) и ḣ(𝑡)

являются линейно независимыми на отрезке [0, 𝑇 ].

Из предложения 2.1 следует, что, если Δ ̸= 0, то
(︀
ℎ04
)︀2
+
(︁
ℎ̇04

)︁2
/Δ ̸=

0,
(︀
ℎ05
)︀2

+
(︁
ℎ̇05

)︁2
/Δ ̸= 0. Перепишем решения системы (38) в виде{︂

ℎ4(𝑡) = 𝑟1 cos(𝛿𝑡− 𝜙1),
ℎ5(𝑡) = 𝑟2 cos(𝛿𝑡− 𝜙2),

(40)

𝑟1 =

√︂
(ℎ04)

2
+
(︁
ℎ̇04

)︁2
/Δ, 𝑟2 =

√︂
(ℎ05)

2
+
(︁
ℎ̇05

)︁2
/Δ.(41)

Начальные фазы кривых ℎ4(𝑡) и ℎ5(𝑡) удовлетворяют соотношениям:

cos𝜙1 =
ℎ04
𝑟1
, sin𝜙1 =

ℎ̇04
𝛿𝑟1

,

cos𝜙2 =
ℎ05
𝑟2
, sin𝜙2 =

ℎ̇05
𝛿𝑟2

,

𝜀 = 𝜙2 − 𝜙1.

(42)

Кривую (38) можно задать неявно:

𝑟22ℎ
2
4 − 2𝑟1𝑟2 cos 𝜀ℎ4ℎ5 + 𝑟21ℎ

2
5 − (det)2𝑄 = 0.(43)

В эллиптическом случае det𝑄 = 𝑟1𝑟2 sin(𝜙2 − 𝜙1) = 𝑟1𝑟2 sin 𝜀 ̸= 0,
откуда вытекает условие 𝜀 ≠ 0, 𝜋. Несложно показать, используя ин-
варианты квадратичных форм второго порядка, см. [5], стр.152, что
уравнение (43) задает на плоскости 𝑂ℎ4ℎ5 эллипс, центрированный
в начале координат. Действительно, вычислим инварианты квадра-
тичной формы (43): 𝛿+ = (det𝑄)2, на основании предложения 2.1
заключаем, что 𝛿+ > 0, следовательно, кривая (43) есть централь-
ная кривая второго порядка в эллиптическом случае; так как след
𝑆 = 𝑟21 + 𝑟22 > 0, Δ+ = −(det𝑄)4 ̸= 0 и Δ+𝑆 < 0, то кривая второго
порядка (43) есть действительный эллипс. Поскольку коэффициенты
при первых степенях ℎ4 и ℎ5 равны нулю, то центр эллипса находится
в начале координат. Можно утверждать, что носителями траекторий
(38) h(𝑡;𝜒+,h0) являются дуги эллипсов, центрированных в начале
координат, выходящие из точек h0 ̸= 0.
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Замечание 2.1. Система (31), (37) равносильна системе дуффе-
ренциальных уравнений второго порядка, описывающей малые коле-
бания сферического маятника:(︂

ℎ̈4
ℎ̈5

)︂
=

(︂
−Δ 0

0 −Δ

)︂(︂
ℎ4
ℎ5

)︂
,(44)

или

ḧ = −𝐶2h.

Из предложения 2.1 следует, что начальные энергии маятников
(ℎ4(𝑡), ℎ5(𝑡)) отличны от нуля и маятники всегда колеблются не в
одной фазе и не в противофазе.

2.4. Семейство сопряженных гиперболических траекторий

Найдем решение задачи Коши (31) в гиперболическом случае

Δ < 0.(45)

Поскольку все собственные значения матрицы 𝐶 при Δ < 0 дей-
ствительны и различны: 𝜆1 = 𝛿, 𝜆2 = −𝛿, 𝛿 =

√︀
|Δ|, то решения

системы (31), (45) имеют вид:

h(𝑡) = 𝑄𝛾(𝑡),(46)

где 𝑄 есть матрица (39), 𝛾(𝑡) =
(︂
ch 𝛿𝑡

sh 𝛿𝑡

)︂
.

Кривую (46) можно задать неявно:

𝜌11ℎ
2
4 + 2𝜌12ℎ4ℎ5 + 𝜌22ℎ

2
5 − (det𝑄)2 = 0,(47)

где 𝜌11 = (ℎ̇05)
2/Δ− (ℎ05)

2, 𝜌22 = (ℎ̇04)
2/Δ− (ℎ04)

2, 𝜌12 = ℎ04ℎ
0
5 − ℎ̇04ℎ̇

0
5/Δ.

Несложно показать, используя инварианты квадратичных форм вто-
рого порядка, см. [5, стр.152], что квадратичная форма (47) является
гиперболой на плоскости 𝑂ℎ4ℎ5. Действительно, вычислим инвариан-
ты квадратичной формы (47): 𝛿− = −(det𝑄)2, на основании предло-
жения 2.1 заключаем, что 𝛿− < 0, следовательно, кривая (47) есть цен-
тральная кривая второго порядка в гиперболическом случае; так как
Δ− = −(det𝑄)4 ̸= 0, то кривая второго порядка (47) есть гипербола.
Следовательно, можно утверждать, что носителями траекторий (46)
h(𝑡;𝜒−,h0) являются дуги гипербол, выходящие из точек h0 ̸= 0.
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2.5. Семейство сопряженных параболических траекторий

Найдем решение задачи Коши (31) в параболическом случае

Δ = 0, 𝐶 ̸= 0.(48)

Решение задачи Коши (31), (48) имеет вид:

h(𝑡) = (𝐶𝑡+ Id)h0.(49)

Носителями траекторий h(𝑡;𝜒0,h0) на плоскости 𝑂ℎ4ℎ5 являются:
1. лучи ℎ5 = 𝑘ℎ4, выходящие из точек h0 ̸= 0, если 𝐶h0 ≠ 0; 𝑘 ̸=
0 есть коэффициент пропорциональности векторов (ℎ7, −ℎ6) и
(ℎ8, −ℎ7);

2. неподвижные точки 𝑃 = h0 ̸= 0, если 𝐶h0 = 0.

2.6. Особый случай

Решение задачи Коши (31) в случае Δ = 0, 𝐶 = 0 ⇔ 𝜒00 = 0,
ḣ0 = 0, имеют вид:

h(𝑡;𝜒00,h0)(𝑡) = h(𝑡; 0,h0)(𝑡) = h0.(50)

Носителями траекторий на плоскости 𝑂ℎ4ℎ5 являются неподвижные
точки 𝑃 = h0 ̸= 0.

3. Сопряженные векторы в (2, 3, 5, 8)-задаче

В этом разделе будут приведены формулы для невырожденных
канонических анормальных управлений в соответствии с классифи-
кацией параметров. Также будут получены формулы для сопряжен-
ных канонических анормальных векторов в субримановой (2, 3, 5, 8)-
задаче.

3.1. Невырожденные анормальные управления

Пусть 𝑈 есть семейство невырожденных анормальных управлений;
класс управлений, соответствующих Δ > 0, назовем эллиптическим и
обозначим 𝑈+; класс управлений, соответствующих Δ < 0, назовем ги-
перболическими и обозначим 𝑈−; класс управлений, соответствующих
Δ = 0, назовем параболическими и обозначим 𝑈0; класс управлений,
соответствующих Δ = 0 и 𝐶 = 0, назовем особым и обозначим 𝑈00.

Приведем все классы канонических анормальных управлений.
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∙ Эллиптический класс 𝑈 𝑐
+:

𝑢𝑐1(𝑡;𝜒
+) = −

(︃
ℎ05 cos 𝛿𝑡+

ℎ̇05
𝛿

sin 𝛿𝑡

)︃
,

𝑢𝑐2(𝑡;𝜒
+) = ℎ04 cos 𝛿𝑡+

ℎ̇04
𝛿

sin 𝛿𝑡.

(51)

∙ Гиперболический класс 𝑈 𝑐
−:

𝑢𝑐1(𝑡;𝜒
−) = −

(︃
ℎ05 ch 𝛿𝑡+

ℎ̇05
𝛿

sh 𝛿𝑡

)︃
,

𝑢𝑐2(𝑡;𝜒
−) = ℎ04 ch 𝛿𝑡+

ℎ̇04
𝛿

sh 𝛿𝑡.

(52)

∙ Параболический класс 𝑈 𝑐
0 :

если 𝐶h0 ̸= 0, то

𝑢𝑐1(𝑡;𝜒
0) = −(𝑘(ℎ7ℎ

0
4 − ℎ6ℎ

0
5)𝑡+ ℎ05), 𝑘 ̸= 0,

𝑢𝑐2(𝑡;𝜒
0) = (ℎ7ℎ

0
4 − ℎ6ℎ

0
5)𝑡+ ℎ04;

(53)

если 𝐶h0 = 0, то

𝑢𝑐1(𝑡;𝜒
0) = −ℎ05,

𝑢𝑐2(𝑡;𝜒
0) = ℎ04.

(54)

∙ Класс особых управлений 𝑈 𝑐
00:

𝑢𝑐1(𝑡;𝜒
00) = 𝑢𝑐1(𝑡; 0) = −ℎ05,

𝑢𝑐2(𝑡;𝜒
00) = 𝑢𝑐2(𝑡; 0) = ℎ04.

(55)

С помощью обобщенных перепараметризаций (36) канонических
анормальных управлений (51)–(55) можно получить все множество
анормальных управлений 𝑈 = 𝑈+ ∪ 𝑈− ∪ 𝑈0 ∪ 𝑈00 в нильпотентной
субримановой задаче с вектором роста (2, 3, 5, 8).

3.2. Сопряженные векоторы

Проинтегрируем подсистему (1), (2) в соответствии с классифика-
цией параметров 𝜒:

𝑥̇1 = 𝑢𝑐1(𝑡;𝜒),

𝑥̇2 = 𝑢𝑐2(𝑡;𝜒),

(𝑥1(0), 𝑥2(0)) = (0, 0).

(56)
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3.2.1. Эллипический случай

В случае эллиптических канонических анормальных управлений
после интегрирования системы (56) получаем следующие функции:(︂

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

)︂
=

(︂
ℎ̇05/Δ −ℎ05/𝛿
−ℎ̇04/Δ ℎ04/𝛿

)︂(︂
cos 𝛿𝑡

sin 𝛿𝑡

)︂
+

(︂
−ℎ̇05/Δ
ℎ̇04/Δ

)︂
.(57)

Подставив функции (57) в выражения для векторных полей (11)–(18),
получим вектор-функции 𝐹𝑖(𝑡;𝜒

+,h0), 𝑖 = 1, . . . , 8.
Вектор сопряженных переменных в эллипическом случае имеет

вид:

𝜓𝑐(𝑡;𝜒+, h0) =𝑟1 cos(𝛿𝑡− 𝜙1)𝐹4(𝑡;𝜒
+,h0)+

(58)

+ 𝑟2 cos(𝛿𝑡− 𝜙2)𝐹5(𝑡;𝜒
+,h0) +

8∑︁
𝑖=6

ℎ𝑖𝐹𝑖(𝑡;𝜒
+,h0).

3.2.2. Гиперболический случай

В случае гиперболических канонических анормальных управлений
после интегрирования системы (56) получаем следующие функции:(︂

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

)︂
=

(︂
−ℎ̇05/Δ −ℎ05/𝛿
ℎ̇04/Δ ℎ04/𝛿

)︂(︂
ch 𝛿𝑡

sh 𝛿𝑡

)︂
+

(︂
ℎ̇05/Δ

−ℎ̇04/Δ

)︂
.(59)

Подставив функции (59) в выражения для векторных полей (11)–(18),
получим вектор-функции 𝐹𝑖(𝑡;𝜒

−,h0), 𝑖 = 1, . . . , 8.
Вектор сопряженных переменных в гиперболическом случае:

𝜓𝑐(𝑡;𝜒−, h0) =

(︃
ℎ04 ch 𝛿𝑡+

ℎ̇04
𝛿

sh 𝛿𝑡

)︃
𝐹4(𝑡;𝜒

−,h0)+

(60)

+

(︃
ℎ05 ch 𝛿𝑡+

ℎ̇05
𝛿

sh 𝛿𝑡

)︃
𝐹5(𝑡;𝜒

−,h0) +

8∑︁
𝑖=6

ℎ𝑖𝐹𝑖(𝑡;𝜒
−,h0).

3.2.3. Параболический случай

В случае параболических канонических анормальных управлений
после интегрирования системы (56) получаем функции, которые опре-
деляются начальным состоянием h0. Если 𝐶h0 ̸= 0, то решения имеет
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вид:

𝑥1 = −𝑘/2(ℎ7ℎ04 − ℎ6ℎ
0
5)𝑡

2 − ℎ05𝑡, 𝑘 ̸= 0,

𝑥2 = 1/2(ℎ7ℎ
0
4 − ℎ6ℎ

0
5)𝑡

2 + ℎ04𝑡.
(61)

Подставив функции (61) в выражения для векторных полей (11)–(18),
получим вектор-функции 𝐹𝑖(𝑡;𝜒

0,h0), 𝑖 = 1, . . . , 8.
Вектор сопряженных переменных в параболическом случае, если

начальное состояние не принадлежит ядру оператора 𝐶, имеет вид:

𝜓𝑐(𝑡;𝜒0, h0) =((ℎ7ℎ
0
4 − ℎ6ℎ

0
5)𝑡+ ℎ04)𝐹4(𝑡;𝜒

0,h0)+(62)

+ (𝑘(ℎ7ℎ
0
4 − ℎ6ℎ

0
5)𝑡+ ℎ05)𝐹5(𝑡;𝜒

0,h0)+

+

8∑︁
𝑖=6

ℎ𝑖𝐹𝑖(𝑡;𝜒
0,h0), 𝑘 ̸= 0.

В результате интегрирования системы (56) в параболическом
случае, если 𝐶h0 = 0, получаем функции:

𝑥1 = −ℎ05𝑡,
𝑥2 = ℎ04𝑡.

(63)

Подставив функции (63) в выражения для векторных полей (11)–(18),
получим вектор-функции 𝐹𝑖(𝑡;𝜒

0,h0), 𝑖 = 1, . . . , 8.
Вектор сопряженных переменных в параболическом случае, eсли

𝐶h0 = 0, имеет вид:

𝜓𝑐(𝑡;𝜒0, h0) =ℎ04𝐹4(𝑡;𝜒
0,h0)+(64)

+ ℎ05𝐹5(𝑡;𝜒
0,h0) +

8∑︁
𝑖=6

ℎ𝑖𝐹𝑖(𝑡;𝜒
0,h0).

3.2.4. Особый случай

Траектории (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) имеют вид (63). Подставив функции (63)
в выражения для векторных полей (11)–(18), получим вектор-функции
𝐹𝑖(𝑡;𝜒

00,h0), 𝑖 = 1, . . . , 8.
Вектор сопряженных переменных в особом случае, когда парамет-

ры ℎ6 = ℎ7 = ℎ8 = 0, имеет вид:

𝜓𝑐(𝑡;𝜒00, h0) =ℎ04𝐹4(𝑡;𝜒
00,h0) + ℎ05𝐹5(𝑡;𝜒

00,h0).(65)
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4. Заключение

В данной работе проинтегрирована вертикальная подсистема га-
мильтоновой системы принципа максимума Понтрягина в анормаль-
ном случае. Проведена классификация параметров. В соответствии с
классификацией получены формулы сопряженных векторов. Описано
множество невырожденных канонических анормальных управлений.

В следующей работе планируется разработать метод исследования
анормальных траекторий на нестрогую анормальность, чему могут
способствовать полученные в этой статье результаты.
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