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Введение

В 80-е годы прошлого столетия в теории оптимального управления
появился новый класс управляемых систем, главная особенность которых
заключалась в способности изменять структуру своего описания с течением
времени. Также выяснилось, что существует не единственный вариант
подобных неоднородных систем. Позже для них возникло общее название—
гибридные системы. Наиболее распространенные и изученные различными
научными школами представлены в публикациях [1–7].

Один из подходов, основанный на развитии и обобщении как аб-
страктной модели многошаговых управляемых процессов, предложенной
Кротовым, так и его же достаточных условий оптимальности [8], позволил
провести декомпозицию неоднородной системы на однородные подсистемы
и построить двухуровневую иерархическую модель [2], получившую
название дискретно-непрерывной системы (ДНС). Такая система является
двухуровневой. Верхний уровень, описываемый дискретным процессом,
играет связующую роль для всех систем нижнего, определяя политику
их взаимодействия и обеспечивая минимизацию функционала. Далее
естественным образом были построены аналоги достаточных условий
оптимальности и алгоритмов оптимизации [2,9–11], разработанные для
однородных систем, под которыми понимаются системы с неизменной
структурой, исследуемые в рамках классических представлений теории
оптимального управления.

Заметим, что при таком подходе все однородные подсистемы связаны
общей целью, представленной в модели функционалом. Однако это не
исключает того факта, что каждая однородная подсистема может при
этом иметь и свою собственную цель. Такое обобщение модели дано в [12].

В данной работе рассматриваются дискретно-непрерывные системы
(ДНС) с параметрами, которые широко распространены на практике.
Параметры входят лишь в непрерывные системы, действующие поочередно
на нижнем уровне. К этому же классу систем приводят задачи идентифи-
кации моделей по серии экспериментов, когда требуется определить
коэффициенты построенной модели, которые можно рассматривать как
искомые параметры. Для рассматриваемой модели ДНС с параметрами
приведен в форме теорем аналог достаточных условий оптимальности
Кротова. На основе последних построен метод улучшения управления
и параметров. Аналогичный подход к традиционным управляемым
процессам с параметрами представлен в [13], там же рассмотрена задача
идентификации по серии экспериментов.
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В общем виде, когда параметры содержит и верхний уровень ДНС,
достаточные условия оптимальности и метод улучшения получены
в [14]. Поскольку, как показывает практика, а именно, те же задачи
идентификации, часто параметры могут содержать лишь непрерывные
процессы. В этом случае метод улучшения существенно упрощается. Эта
ситуация и рассматривается далее.

Отдельный интерес представляют практически не изученные ква-
зилинейные ДНС, в которых параметр входит лишь в одно слагаемое
в непрерывных системах и представляет собой множитель при нелинейном
по состоянию слагаемом. Этот вариант рассмотрен отдельно. Небольшой
обзор [15] дает представление о квазилинейных системах, содержащих
нелинейность с малым параметром.

Обе рассмотренные ситуации проиллюстрированы примерами.

1. Модель дискретно-непрерывной системы с параметрами

Пусть на некотором подмножестве K′ множества
K = {kI , kI + 1, . . . , kF }, K ⊂ N, являющегося областью определения
абстрактной дискретной управляемой системы:

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)), k ∈ K = {kI , kI + 1, . . . , kF },(1)
u ∈ U(k, x),

действует непрерывная система

ẋc =
dxc

dt
= f c (z, t, xc, uc, ϵc) , t ∈ T (z) = [tI(z), tF (z)].(2)

В этих системах:

k — номер шага (этапа), не обязательно физическое время,
x, xc и u, uc — соответственно переменные состояния и управления,
f и f c — операторы.

Все указанные объекты— произвольной природы (возможно различной)
для различных k.

U(k, x) — заданное при каждом k и x множество,
kI , kF — начальный и конечный шаги соответственно,
z =

(︁
k, x, ud

)︁
— совокупность переменных верхнего уровня, играющих

на нижнем уровне роль параметров,
ϵc — параметр,
ud — переменная управления произвольной природы,
xc ∈ Xc(z, t, ϵc) ⊂ Rn(k),
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uc ∈ Uc (z, t, xc, ϵc) ⊂ Rp(k),
ϵc ∈ Ec(k) ⊂ R(k).

Система (1) имеет такую же структуру, как и система, предложенная
Кротовым в [8].

Для системы (2) на отрезке [tI(z), tF (z)] задана промежуточная цель
в виде функционала:

Ik =

∫︂
T(z(k))

fk (t, ϵc, xc(k, t), uc(k, t)) dt→ inf .

На множестве K′ оператор правой части (1) имеет вид
f (k, x, u) = θ (z, γc, ϵc) , где

γc = (tI , x
c
I , tF , x

c
F ) ∈ Γc(z, ϵc),

Γc(z, ϵc) = {γc : tI = τ(z), xcI = ξ(z), (tF , x
c
F ) ∈ Γc

F (z, ϵ
c)}.

Здесь tI = τ(z), xcI = ξ(z)— заданные функции z, Γc(z, ϵc)— заданное
множество. Нетрудно видеть, что система (1) представляет верхний
уровень рассматриваемой математической модели, тогда как система (2)—
система нижнего уровня.

Решением этой двухуровневой системы считается такой набор
m = (x(k), u(k)),

где при k ∈ K′: u(k) = (ud(k),mc(k)), mc(k, ϵc) ∈ Dc(z(k), ϵc), (называе-
мый дискретно-непрерывным процессом c параметрами), где

mc(k, ϵc) — непрерывный процесс (xc(k, t, ϵc), uc(k, t, ϵc), ϵc(k)),
t ∈ T(z),
Dc(z, ϵc) — множество допустимых процессов mc, удовлетворяющих

указанной дифференциальной системе (2) c дополнительными
ограничениями при кусочно-непрерывных uc(k, t, ϵc) и кусочно-
гладких xc(k, t, ϵc) (на каждом дискретном шаге k).

Подчеркнем, что на каждом дискретном шаге k ∈ K′ модель рассмат-
ривает непрерывный процесс mc(k, ϵc), управление которым состоит
из фиксированной на шаге дискретной части ud и непрерывно изменяемой
части mc.

Совокупность элементов m, удовлетворяющих всем вышеперечислен-
ным условиям, обозначим через D и назовем множеством допустимых
дискретно-непрерывных процессов с параметрами.

Для модели (1), (2) рассматривается задача о поиске минимума на D
функционала I = F (x (kF )) при фиксированных kI = 0, kF = K, x (kI) и
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дополнительных ограничениях

x(k) ∈ X(k), xc ∈ Xc (z, t, ϵc) ,(3)

где X(k), Xc (z, ϵc)— заданные множества.

Очевидно, что на нижнем уровне модели (1), (2) представлены
однородные процессы на отдельных этапах, а верхний процесс выпол-
няет связующую для них роль и управляет функционированием всей
системы в целом. Под однородными здесь и далее понимаются системы
с постоянной структурой, исследуемые в традиционных задачах теории
оптимального управления. Взаимодействие верхнего уровня с каждой
подсистемой нижнего осуществляется через границу этой подсистемы и
соответствующего непрерывного процесса γc.

2. Математический аппарат

Введем в рассмотрение функционалы φ (k, x), φc (z, t, xc, ϵc) и построим
с их помощью ряд конструкций. Одна из основных конструкций —
обобщенный лагранжиан— аналог лагранжианов Кротова для дискретных
и непрерывных систем [8,16]:

L = G (x (kF ))−
∑︂

K\K′\kF

R(k, x(k), u(k))+

+
∑︂
K′

(︂
Gc(z, γc(z))−

∫︂
T(z)

Rc(k, z, t, xc(k, t), uc(k, t), ϵc)dt
)︂
,

G(x) = F (x) + φ (kF , x)− φ (kI , x (kI)) ,

R(k, x, u) = φ (k + 1, f (k, x, u))− φ (k, x) ,

Gc(z, γc, ϵc) = −φ (k + 1, θ (z, γc, ϵc)) + φ (k, x)+

+ φc (z, tF , x
c
F , ϵ

c)− φc (z, tI , x
c
I , ϵ

c) ,

Rc (z, t, xc, uc, ϵc) = φcT
xc f c (z, t, xc, uc, ϵc)−

− fk (t, z, ϵc, xc(k, t), uc(k, t)) + φc
t (z, t, x

c, ϵc) ,

µc (z, t, ϵc) = sup
xc∈ Xc(z,t,ϵc),

uc∈ Uc(z,t,xc,ϵc)

Rc (z, t, xc, uc, ϵc) ,

lc (z, ϵc) = inf
γc∈Γ(z,ϵc)

Gc (z, γc, ϵc) ,
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µ (k, ϵc) =


sup

x∈ X(k),
u∈ U(k,x)

R(k, x, u), k ∈ K \K′,

− inf
x∈X(k)

lc(z, ϵc), k ∈ K′,

l = inf
x∈Γ∩X(kF )

G(x),

µ∗(k) = sup
ϵc∈Ec

{︃
µ(k, ϵc)−

∫︂
T(z(k))

µc(z, t, ϵc)dt

}︃
.

Здесь φc
xc — градиент φc в пространстве (xc), T— знак транспонирования.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Для любого элемента m ∈ D и любых φ, φc имеет
место оценка

I(m)− inf
D
I ≤ ∆ = I(m)− l.

Пусть имеются два процесса mI ∈ D и mII ∈ E и функционалы φ и
φc, такие что L

(︁
mII

)︁
< L

(︁
mI

)︁
= I

(︁
mI

)︁
и mII ∈ D.

Тогда I(mII) < I(mI).

Теорема 2. Пусть заданы: последовательность дискретно-непре-
рывных процессов с параметрами {ms} ⊂ D и функционалы φ, φc, для
которых справедливы следующие условия:

1) µc (z, t, ϵc)— кусочно-непрерывна при каждом z;
2) R (k, xs(k), us(k)) → µ(k), k ∈ K;
3)

∫︁
T(zs)

(Rc (zs, t, x
c
s(t), u

c
s, ϵ

c
s)− µc (zs, t, ϵ

c
s)) dt→ 0, k ∈ K′, t ∈ T (zs);

4) Gc (zs, γ
c
s , ϵ

c
s)− lc (zs, ϵ

c
s) → 0, k ∈ K′;

5) G (xs (tF )) → l;
6) µ(k, ϵcs)−

∫︁
T(z(k))

µc (z, t, ϵcs) dt→ µ∗(k).

Тогда последовательность {ms}s∈N — минимизирующая для I на D.

Доказательство обоих утверждений непосредственно следует из прин-
ципа расширения [16,17] и проводится по аналогии с доказательством для
ДНС без параметра [12].
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3. Метод улучшения управления и параметра

Предположим, что X(k) = Rm(k), Xc(z, t, ϵc) = Rn(k), Ec(k) = R,
xcI = ξ (z, ϵc), kI , xI , kF , tI(k), tF (k)— заданы, xcF ∈ Rn(k) и системы
нижнего уровня не зависят от управления ud. Как указано в [18], задача
улучшения состоит, по существу, в построении оператора θ(m), θ : D → D,
такого что I(θ(m)) ≤ I(m). При некотором заданном начальном элементе
такой оператор генерирует улучшающую, в частности, минимизирующую
последовательность {ms} : ms+1 = θ(ms).

Используем для построения метода принципы расширения [17] и
локализации [19]. Из последнего следует, что задачу улучшения некоторого
элемента mI можно заменить задачей о минимуме вспомогательного
функционала

Iα(m) = αI(m) +
1

2
(1− α)J(mI,m), α ∈ [0, 1].(4)

Элемент, доставляющий минимум функционалу (4), обозначим через mα.
Во втором слагаемом J(mI,m)— функционал типа метрики. Изменяя α
от 0 к 1, можно достичь необходимой степени близости mα к mI, что
позволяет получить алгоритм с параметром α. Выбор α определяется при
конкретном применении. Задача этого параметра— обеспечить наибольшее
значение разности I(mI)− I(mα), тогда соответствующий элемент mα

принимается за mII.
Вспомогательный функционал зададим в виде:

Iα = αI +
1

2
(1− α)

(︃ ∑︂
K\K′\kF

|∆u(k)|2 +
∑︂
K′

∫︂
T(z)

|∆uc(k, t)|2dt
)︃
.

В представленном выше выражении α ∈ [0, 1], ∆u = u− uI, ∆uc = uc−ucI.
Согласно указанному принципу расширения по заданному элементу

mI ∈ D требуется найти элемент mII ∈ D, на котором Iα(m
II) =

Lα

(︁
mII

)︁
< Iα(m

I) = Lα

(︁
mI

)︁
или Lα

(︁
mII

)︁
− Lα

(︁
mI

)︁
< 0. Рассмотрим

приращение функционала Lα(m). Имеем:

∆Lα ≈ GT
xF

∆xF −
∑︂

K\K′\kF

(︃
RT

x∆x+RT
u∆u+

1

2
∆uTRuu∆u

)︃
+

+
∑︂

K′\kF

(︂
GcT

xc
F
∆xcF +GcT

x ∆x+GcT
ϵc ∆ϵ

c−

−
∫︂

T(z)

(︂
RcT

xc ∆xc +RcT
x ∆x+RcT

uc ∆uc+
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+RcT
ϵc ∆ϵ

c +
1

2
∆ucTRc

ucuc∆uc
)︃
dt

)︃
,

где ∆u = u−uI, ∆x = x−xI, ∆uc = uc−ucI, ∆xc = xc−xcI, ∆xcF = xcF − xcIF ,
∆ϵc = ϵc − ϵ cI, xF = x(kF ). Здесь функции R, G, Rc, Gc определены для
функционала Iα, а их первые и вторые производные подсчитаны при
u = uI, x = xI, xc = xcI, uc = ucI, ϵc = ϵ cI.

Предположим, что матрицы Ruu и Rc
ucuc отрицательно определены

(это всегда достижимо за счет выбора параметра α [19]). Найдем ∆u, ∆uc,

доставляющие максимум выражениям, стоящим под знаками сумм
∑︁

K\K′\kF

и
∑︁

K′\tF
соответственно. Нетрудно видеть, что

∆u = −(Ruu)
−1Ru, ∆uc = −(Rc

ucuc)−1Rc
uc .

Зададим функции φ(k, x) и φc (z, t, x, ϵc) в виде:

φ = ψT(k)x(k), φc = λT(k, t)x(k) + ψcT(k, t)xc(k, t),

где ψ,ψc, λ — вектор-функции. Для выполнения неравенства ∆L < 0

потребуем далее, чтобы остальные слагаемые под знаками вышеуказанных
сумм не зависели от ∆x, ∆xcF , ∆x

c. Это требование будет достигнуто,
если:

GxF
= 0, Rx = 0, Gc

xc
F
= 0, Gc

x = 0, Rc
xc = 0, Rc

x = 0.

Дополним указанные равенства условием стыковки уровней:
d

dx
(φ(k + 1, θ(k, x, xcF , x

c
I))− φc(k, x, tF , x

c
F )) = 0.(5)

Расшифровка вышеприведенных равенств c учетом условия стыковки
уровней приводит к задаче Коши для ДНС относительно ψ, ψc, λ
с начальными условиями на правом конце:

ψ (kF ) = −αFx(kF ), ψ (k) = Hx(ψ(k + 1)),(6)

H(k, ψ, x, u) = ψT(k + 1)f(k, x, u), k ∈ K \K′ \ kF ,

ψ(k) = Hx + (Hxcξx)
T + λ(k, tF )−

− λ(k, tI) + ξTx ψ
c(tI), k ∈ K′ \ kF ,

H(k, ψ, xcI , x
c
F ) = ψT(k + 1)θ(z, xcI , x

c
F ), k ∈ K′,

λ̇ = −Hc
x, λ (k, tF ) = Hx + ξTxHxc

I
,

ψ̇c = −Hc
xc , ψc(k, tF ) = Hxc

F
,
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Hc(z, t, ψc, xc, uc, ϵc) = ψcTf c(z, t, xc, uc, ϵc(k))−

− fk(t, xc(k, t), uc(k, t), ϵc(k)), k ∈ K′.

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь аргументы ψ(k + 1)

и ψc(k, t), необходимые для понимания соотношений. Отметим, что
полученная система линейна, т.е. заведомо разрешается.

При этом приращения управляющих воздействий имеют вид:

∆u = −(Huu − (1− α)E)−1Hu,(7)

∆uc = −(Hc
ucuc − (1− α)E)−1Hc

uc ,

где E — единичные матрицы соответствующих размеров.
Запишем оставшиеся слагаемые в выражении для приращения

функционала ∆Lα, учитывая подстановку в него формул для приращений
управлений обоих уровней, и обозначив итог через ∆Mα. Имеем:

∆Mα ≈−
∑︂

K\K′\kF

(︃
−1

2
∆uTRuu∆u

)︃
+

+
∑︂

K′\kF

(︂
GcT

ϵc ∆ϵ
c −

∫︂
T(z)

(︂
RcT

ϵc ∆ϵ
c − 1

2
∆ucTRc

ucuc∆uc
)︂
dt
)︂
.

В приведенном выражении при сделанных ранее предположениях
квадратичные формы от ∆u и ∆uc отрицательно определены.

Рассмотрим теперь слагаемые, зависящие от ∆ϵc. Выберем ∆ϵc таким
образом, чтобы рассматриваемое выражение обеспечивало выполнение
неравенства ∆Mα < 0. Выбор становится очевидным, если прибегнуть
к подробной записи скалярных произведений, входящих в выражение для
∆Mα. Итак:

∆Mα ≈ 1

2

∑︂
K\K′\kF

∆uTRuu∆u+
∑︂

K′\kF

b(k)∑︂
i=1

(︂
GcT

ϵci
∆ϵci −

∫︂
T(z)

RcT
ϵci
∆ϵcidt

)︂
+

+
1

2

∑︂
K′\kF

∫︂
T(z)

∆ucTRc
ucuc∆ucdt.

Отсюда следует, что

∆ϵci (k) = βc
(︂
Gc

ϵci
−

∫︂
T(z)

Rc
ϵci
dt
)︂
, k ∈ K′ \ kF , i = 1, 2, . . . , b(k),

где βc — коэффициент, βc < 0.
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4. Итерационная процедура

На основе полученных соотношений можно сформулировать следую-
щую итерационную процедуру.

1. Задаются α и βc(k). «Слева направо» просчитывается ДНС (1), (2)
при u = us(k), uc = ucs(k, t), ϵcs, заданных начальных условиях,
получаются соответствующие траектории (xs(k), x

c
s(k, t)).

2. «Справа налево» разрешается ДНС относительно ψ(k), ψc(k, t) и
λ(k, t).

3. Находятся ∆u, ∆uc, новые управления u = us(k) + ∆u, uc =
ucs(k, t) + ∆uc и новое значение параметра ϵc при каждом k.

4. При найденных управлениях, параметре и начальном условии
x(kI) = xI просчитывается «слева направо» исходная ДНС (1), (2).
Тем самым определяется новый элемент ms+1.

Процесс итераций заканчивается, когда |Is+1 − Is| ≈ 0 с заданной
точностью.

Имеет место следующее утверждение о сходимости.

Теорема 3. Предположим, что функционал I ограничен снизу и
для ДНС (1), (2) построена указанная итерационная процедура. Тогда
последовательность элементов {ms} ∈ D сходится по функционалу,
т.е. существует число I∗, такое что I∗ ≤ I(ms), I(ms) → I∗.

Доказательство. Очевидно, что рассмотренный оператор улучше-
ния обеспечивает монотонность построенной последовательности {ms}
(по функционалу). Таким образом, получается монотонная числовая
последовательность

{Is} = {I(ms)}, Is+1 ≤ Is,

ограниченная снизу, которая по известной теореме анализа сходится
к некоторому пределу: Is → I∗. □

Продемонстрируем работу предложенного алгоритма на примере.

5. Пример 1

Рассмотрим работу метода на примере системы, динамика которой
включает в себя два этапа.

1-ый этап:

ẋc1 = ϵc(xc1)
2 + uc, ẋc2 = (ϵc)2xc1x

c
2 +

1

2
(uc)2,

xc1(0) = 0.3, xc2(0) = 1,
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t ∈ [0, 1], I0 =

1∫︂
0

(︁
(xc1)

2 − xc2u
c
)︁
dt.

2-ой этап:

ẋc1 = xc2u
c, ẋc2 = −ϵc(xc1)2 + (uc)2,

t ∈ [1, 3], I1 =

3∫︂
1

xc1(u
c)2dt.

Функционал в примере: I = xc1(3) → min . Построим ДНС. Нетрудно
видеть, что K = 0, 1, 2; K′ = 1. Поскольку оба этапа связаны через
переменную xc1, то она и играет роль x, а дискретный процесс верхнего
уровня принимает вид:

x1(0) = xc1(0, 0) = 0.3, x2(0) = xc2(0, 0) = 1,

x(1) = xc(0, 1), x(2) = xc(1, 3),

I = x(2), xc(1, 1) = x(1),

ξ = x(1), θ(1) = xc(0, 1).

Модель ДНС может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда
x(3) = x(2) = xc(1, 3).

Основные конструкции имеют вид:

Hc(0, t, xc1, x
c
2, u

c, ψc
1, ψ

c
2, ϵ

c) = ψc
1

(︁
ϵc(xc1)

2 + uc
)︁
+

+ ψc
2

(︃
(ϵc)2xc1x

c
2 +

1

2
(uc)2

)︃
− (xc1)

2 + xc2u
c,

Hc(1, t, xc1, x
c
2, u

c, ψc
1, ψ

c
2, ϵ

c) = ψc
1x

c
2u

c + ψc
2(−ϵc(xc1)2 + (uc)2)− xc1(u

c)2.

Поскольку процессы нижнего уровня не зависят от x, то на обоих этапах
λ = 0. На первом этапе при k = 0 имеем:

ψ̇c
1 = −2ψc

1ϵ
cxc1 − ψc

2(ϵ
c)2xc2 + 2xc1,

ψ̇c
2 = −ψc

2(ϵ
c)2xc1 − uc,

Hc
uc = ψc

1 + ψc
2u

c + xc2,

Hc
ucuc = ψc

2,

Hc
ϵc = ψc

1(x
c
1)

2 + 2ψc
2ϵ

cxc1x
c
2.
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На втором этапе при k = 1 конструкции принимают вид:

ψ̇c
1 = 2ψc

2ϵ
cxc1 + (uc)2,

ψ̇c
2 = −ψc

1u
c,

Hc
uc = ψc

1x
c
2 + 2uc(ψc

2 − xc1),

Hc
ucuc = 2(ψc

2 − xc1),

Hc
ϵc = −ψc

2(x
c
1)

2.

Выпишем остальные конструкции. Поскольку K′ = 1, то

Gc =− ψ1(1)x
c
1(0, 1)− ψ2(1)x

c
2(0, 1) + ψ1(0)x

c
1(0, 0)+

+ ψ2(0)x
c
2(0, 0) + ψc

1(1, 3)x
c
1(1, 3) + ψc

2(1, 3)x
c
2(1, 3)−

− ψc
1(0, 0)x

c
1(0, 0)− ψc

2(0, 0)x
c
2(0, 0),

H(1, ψ1, ψ2, x
c
1(0, 1), x

c
2(0, 1)) = ψ1(2)x

c
1(0, 1) + ψ2(2)x

c
2(0, 1),

G = x1(2) + ψ1(2)x1(2) + ψ2(2)x2(2)− ψ1(0)x1(0)− ψ2(0)x2(0),

ψ1(2) = −α, ψc
1(0, 1) = ψc

1(1, 3) = ψ1(2),

ψ2(2) = 0, ψc
2(0, 1) = ψc

2(1, 3) = ψ2(2).

Формулы для приращений управления и параметра на этапах имеют
следующий вид. На первом этапе:

∆uc(0, t) = −ψ
c
1 + ψc

2u
c + xc2

α− 1 + ψc
2

,

∆ϵc(0) = −βc(0)

1∫︂
0

(︂
ψc
1(x

c
1)

2 + 2ψc
2ϵ

cxc1x
c
2

)︂
dt.

На втором этапе:

∆uc(1, t) = −ψ
c
1x

c
2 + 2uc(ψc

2 − xc1)

α− 1 + 2(ψc
2 − xc1)

,

∆ϵc(1) = βc(1)

3∫︂
1

ψc
2(x

c
1)

2dt.

На решение примера потребовалось 2 итерации. При этом значение
функционала с I0 = 0.8976 уменьшилось до I2 = 0.7043. Изменение функ-
ционала по итерациям представлено в таблице 1. Графики управляющих
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Таблица 1. Изменение значений функционала по итерациям

k βc(0) βc(1) ϵc(0) ϵc(1) Ik |Ik − Ik−1|
0 0.3000 0.5000 0.8976
1 −0.6 −1.0 0.2327 0.5590 0.7053 0.1923
2 −0.4 −0.5 0.2076 0.5510 0.7043 0.0010

воздействий и состояний процесса на первой и последней итерациях даны
на рисунках 1, 2. При расчетах параметр α = 0.3.
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Рассмотрим далее частный случай приведенной выше модели.

6. Квазилинейные дискретно-непрерывные системы

В данном случае система верхнего уровня имеет вид:
x(k + 1) = A(k, x(k))x(k) +B(k, x(k))u(k),(8)

а на нижнем уровне действуют непрерывные управляемые системы:

ẋc =
dxc

dt
= Ac(k, t, xc)xc +Bc(k, t, xc)uc + ϵcf(k, xc),(9)

t ∈ T (k) = [tI(k), tF (k)].

Здесь
A, B, Ac, Bc — матрицы размеров m(k)×m(k), m(k)×p(k), n(k)×n(k),

n(k)× r(k) соответственно,
f(k, xc) — заданная при каждом k функция,
ϵc — параметр.

Кроме того, при каждом k ∈ K′ оператор правой части (8) имеет вид
x(k + 1) = θ(k)xcF ,

где θ(k)— матрица размера m(k)× n(k),
x(k) ∈ Rm(k), u(k) ∈ Rp(k),

xc ∈ Xc(z, t, ϵc) ⊂ Rn(k),

uc ∈ Uc (z, t, xc, ϵc) ⊂ Rp(k),

ϵc ∈ Ec(k) ⊂ R(k), z = (k, x).

Для системы (9) на отрезке [tI(k), tF (k)] задана промежуточная цель
в виде функционала:

Ik =
1

2

∫︂
T(k)

(︁
xcTSc(t, k, xc)xc + ucTQc(k, t, xc)uc

)︁
dt+

+ λc(k, xcF )x
c
F +

1

2
(xcF )

TΛc(k, xcF )x
c
F → inf .

Здесь
Sc, Qc, Λc — матрицы размеров n(k)× n(k), r(k)× r(k), n(k)× n(k)

соответственно,
λc — вектор размера n(k);

как и ранее,
z = (k, x) — совокупность переменных верхнего уровня, играющих

на нижнем уровне роль параметров,
tI = τ(z), xcI = ξ(z) — заданные функции z.
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Решением этой двухуровневой системы считается набор
m = (x(k), u(k)) ,

где при k ∈ K′:
u(k) = (mc(k, ϵc)) , mc(k, ϵc) ∈ Dc (z, ϵc)

(называемый квазилинейным дискретно-непрерывным процессом). Как и
ранее,
mc(k, ϵc) — непрерывный процесс (xc(k, t, ϵc), uc(k, t, ϵc), ϵc(k)),
t ∈ T(z),
Dc(z, ϵc) — множество допустимых процессов mc, удовлетворяющих

указанной дифференциальной системе (9) c дополнительными
ограничениями при кусочно-непрерывных uc(k, t, ϵc) и кусочно-
гладких xc(k, t, ϵc) (на каждом дискретном шаге k).

Совокупность элементов m, удовлетворяющих всем указанным условиям,
обозначим через D и назовем множеством допустимых квазилинейных
дискретно-непрерывных процессов. Минимизируемый функционал: I =
F (x (kF )).

Поскольку приведенная модель является частным случаем уже
рассмотренной модели, то для нее справедливы теоремы 1 и 2. Для
удобства изложения приведем основные конструкции достаточных условий
оптимальности.

7. Основные конструкции и уравнения метода улучшения

Имеем:
L = G (x(kF ))−

∑︂
K\K′\kF

R(k, x(k), u(k))+

+
∑︂
K′

(︂
Gc(z, γc(z))−

∫︂
T(z)

Rc(k, z, t, xc(k, t), uc(k, t), ϵc)dt
)︂
,

G(x) = F (x) + φ (kF , x)− φ (kI , x (kI)) ,

R(k, x, u) = φ (k + 1, A(k, x(k))x(k) +B(k, x(k))u(k))− φ(k, x),

Gc (z, γc, ϵc) = −φ (k + 1, θ(k)xcF ) + φ(k, x)+

+ φc (z, tF , x
c
F , ϵ

c)− φc (z, tI , x
c
I , ϵ

c) ,

Rc (z, t, xc, uc, ϵc) = φcT
xc (Ac(k, t, xc)xc +Bc(k, t, xc)uc + ϵcf(k, xc))−

− fk (t, z, xc(k, t), uc(k, t)) + φc
t (z, t, x

c, ϵc) ,

µc (z, t, ϵc) = sup
xc∈ Xc(z,t),

uc∈ Uc(z,t,xc)

Rc (z, t, xc, uc, ϵc) ,
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lc (z, ϵc) = inf
γc∈Γ(z)

Gc (z, γc, ϵc) ,

µ(k) =


sup

x∈ X(k),
u∈ U(k,x)

R(k, x, u), k ∈ K \K′,

− inf
x∈X(k)

lc(z, ϵc), k ∈ K′,

l = inf
x∈Γ∩X(kF )

G(x),

µ∗(k) = sup
ϵc∈ Ec

{︃
µ (k, ϵc)−

∫︂
T(z(k))

µc (z, t, ϵc) dt

}︃
.

Выпишем теперь уравнения метода улучшения.

ψ (kF ) = −αFx(kF ), ψ (k) = Hx(ψ(k + 1)),(10)

H(k, ψ, x, u) = ψT(k + 1)(A(k, x(k))x(k)+

+B(k, x(k))u(k)), k ∈ K \K′ \ kF ,
ψ (k) = Hx + (Hxcξx)

T + ξTx ψ
c(tI), k ∈ K′ \ kF ,

H(k, ψ, xcI , x
c
F ) = ψT(k + 1)θxcF , k ∈ K′,

ψ̇c = −Hc
xc , ψc(k, tF ) = Hxc

F
,

Hc(z, t, ψc, xc, uc, ϵc) = ψcT (Ac(k, t, xc)xc +Bc(k, t, xc)uc + ϵcf(k, xc))−

− 1

2

(︁
xcTSc(t, k, xc)xc + ucTQc(k, t, xc)uc

)︁
, k ∈ K′.

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь аргументы ψ(k + 1)
и ψc(k, t), необходимые для понимания соотношений. Отметим, что
полученная система линейна, т.е. заведомо разрешается.

При этом приращения управляющих воздействий имеют вид:

∆u = −(Huu − (1− αE))−1Hu,(11)

∆uc = −(Hc
ucuc − (1− αE))−1Hc

uc ,

где E — единичные матрицы соответствующих размеров. Иначе:
∆u = −(Q− (1− α)E)−1(BTψ),(12)

∆uc = −(Qc − (1− α)E)−1(BcTψc −Qcuc),

∆ϵc = βc
(︂ ∫︂
T(z)

fTψcdt
)︂
, k ∈ K′ \ kF .

Нетрудно видеть, что алгоритм метода состоит из тех же пунктов, что
и ранее. Он был реализован на следующем примере.
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8. Пример 2

Задана состоящая из двух этапов квазилинейная ДНС с коэффициен-
тами, которые зависят от состояния:

1-ый этап:
ẋc1 = (xc1)

2(xc1 − uc1) + ϵc(xc1)
3,

xc1(0) = 0.3,

t ∈ [0, 2], I0 =

2∫︂
0

(xc1 − 1)2(uc1)
2dt.

2-ой этап:
ẋc1 = xc1 exp(−xc1)− 2xc1u

c
1 + ϵc

√︁
xc1,

t ∈ [2, 3], I1 =

3∫︂
2

(uc1x
c
1)

2dt,

I = (xc1(3))
3 − 3xc1(3) → min .

Приведем задачу к стандартному виду. Очевидно, что K = {0, 1, 2}.
При k = 0 n = r = 1, а матрицы нижнего уровня имеют вид:

Ac(0) = (xc1)
2, Bc(0) = −(xc1)

2, Qc(0) = 2(xc1 − 1)2,

Sc(0) = 0, f(0, xc1) = (xc1)
3.

На следующем этапе при k = 1 также n = r = 1, а матрицы нижнего
уровня выглядят следующим образом:

Ac(1) = exp(−xc1), Bc(1) = −2xc1, Qc(1) = 2(xc1)
2,

Sc(1) = 0, f(1, xc1) =
√︁
xc1.

Нетрудно видеть, что на верхнем уровне за x имеет смысл взять
xc1, поскольку эта переменная проходит через оба этапа и через нее же
определен общий функционал. Имеем

I = (x(2))3 − 3x(2),

λ = −3, Λ = (x(2))2,

x(1) = xc1(0, 2), xc1(1, 2) = x(1),

θ = 1, θ0 = 0, ξ = 1.

Выпишем основные конструкции, необходимые для расчетов. Имеем:
Hc(0, t, ψc

1, ψ
c
2, x

c
1, x

c
2, u

c
1, u

c
2) = ψc

1

(︁
(xc1)

3(ϵc + 1)− (xc1)
2uc1

)︁
−

− (xc1 − 1)2(uc1)
2,
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Hc(1, t, ψc
1, x

c
1, u

c
1) = ψc

1

(︂
xc1 exp(−xc1)− 2xc1u

c
1 + ϵc

√︁
xc1

)︂
− (xc1u

c
1)

2,

На первом этапе:

ψ̇c
1 = −ψc

1

(︁
3(xc1)

2(ϵc + 1)− 2xc1u
c
1

)︁
+ 2(xc1 − 1)(uc1)

2,

Hc
uc
1
= −ψc

1(x
c
1)

2 − 2(xc1 − 1)2uc1,

Hc
uc
1u

c
1
= −2(xc1 − 1)2,

∆uc1(0) =
ψc
1(x

c
1)

2 + 2(xc1 − 1)2uc1
α− 1− 2(xc1 − 1)2

,

∆ϵc = βc

2∫︂
0

ψc
1(x

c
1)

3dt.

На втором этапе:

ψ̇c
1 = −ψc

1

(︂
exp(−xc1)− xc1 exp(−xc1)− 2uc1 +

ϵc

2
√︁
xc1

)︂
+ 2(uc1)

2xc1,

Hc
uc
1
= −2ψc

1x
c
1 − 2uc1(x

c
1)

2,

Hc
uc
1u

c
1
= −2(xc1)

2,

∆uc1(1) =
2ψc

1x
c
1 + 2uc1(x

c
1)

2

α− 1− 2(xc1)
2
,

∆ϵc = βc

3∫︂
2

ψc
1

√︁
xc1dt.

Модель ДНС может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда

x(3) = x(2) = xc(1, 3),

ψ(3) = ψ(2) = −3α((x(2)2 − 1),

ψc
1(0, 2) = ψc

1(1, 3) = ψ(2).

На решение примера потребовалось 4 итерации. При этом значение
функционала с I0 = −1.05313 уменьшилось до I4 = −1.99979. Изменение
функционала по итерациям представлено в таблице 2. Графики управляю-
щих воздействий и состояний процесса на первой и последней итерациях
даны на рисунке 3. При расчетах параметр α = 0.4.
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Таблица 2. Изменение значений функционала по итерациям

k βc(0) βc(1) ϵc(0) ϵc(1) Ik |Ik − Ik−1|
0 0.9000 0.5000 −1.05313

1 −0.8 −1.0 0.7689 0.1744 −1.99881 0.94568
2 −0.8 −1.0 0.7553 0.1514 −1.99974 0.00093
3 −0.8 −0.3 0.7498 0.1464 −1.99978 0.00004
4 −0.4 −0.5 0.7476 0.1373 −1.99979 0.00001
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Рисунок 3. Графики управляющих воздействий и состояния
xc
1(t) процесса по итерациям

9. Заключение

В работе рассмотрена одна из гибридных систем: дискретно-непре-
рывная система (ДНС) с параметрами и промежуточными критериями.
Для решения поставленной для нее задачи оптимального управления
приведен аналог достаточных условий оптимальности Кротова в виде
двух теорем. Этот аналог далее использован для построения метода
улучшения управления и параметров. Сформулирован алгоритм. Отдельно
приведены уравнения метода для частного случая: квазилинейных ДНС
с параметром. Алгоритм апробирован на иллюстративных примерах,
приведены результаты расчетов и графики.
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