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Аннотация. Рассматривается класс неоднородных дискретных систем (НДС)
с промежуточными критериями. Такие системы являются двухуровневыми и распро-
странены на практике, а также получаются при дискретизации непрерывных систем
в процессе решения задач оптимизации итерационными методами. Для указанного
класса на основе аналога достаточных условий оптимальности Кротова строится метод
сильного улучшения второго порядка.

Авторы статьи ставят под сомнение утверждение, что для классических дискретных
управляемых систем, а также и для неоднородных, нет смысла вводить понятие
сильного относительного минимума. Поэтому при построении метода улучшения ими
выдвинуто требование близости соседних приближений из класса допустимых только
по состояниям процесса на обоих уровнях. Полученный метод содержит векторно-
матричную двухуровневую систему для сопряженных переменных. Приращение
управлений на каждом из уровней линейно зависит от соответствующих состояний, что
позволяет найти решение в форме приближенного линейного синтеза оптимального
управления.

Проведена апробация метода на двух иллюстративных примерах, показавшая его
работоспособность. Применение разработанного метода к более сложному примеру
позволило получить меньшее значение функционала, чем найденное ранее аналогичным
по структуре методом минимаксного улучшения.
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Введение

Системы неоднородной структуры, т.е. процессы с изменяющимся
во времени описанием, как непрерывные, так и дискретные, широко
распространены на практике. Примерами могут служить сложные
космические операции (например, перелет между планетами), динамика
роботов, процессы химического производства, развитие организмов и
популяций. Описание некоторых из них приведено в [1]. Далее будут
рассматриваться неоднородные дискретные процессы (НДС).

Поскольку непосредственное использование необходимых и доста-
точных условий оптимальности для различных типов управляемых
систем не представляется возможным из-за трудностей разрешимости
в аналитическом виде содержащихся в них соотношений, то внимание
исследователей всегда было сосредоточено на построении на их основе
разнообразных итерационных методов. При этом следует заметить, что
львиная доля таких методов позволяет найти лишь локальный, а не
глобальный минимум функционала. Подобные методы более просты как
в их разработке, так и реализации.

В классической задаче оптимального управления для непрерывных
систем различают сильный и слабый относительный минимум [2]. Итак,
пусть z̄ = (x̄, ū), где x̄ — состояние, а ū — управление, элемент из класса
допустимых, на котором функционал достигает относительного минимума.
Будем называть такой относительный минимум сильным, если он достига-
ется среди элементов z, удовлетворяющих условию |x− x̄| < ε. И в свою
очередь слабым, если он достигается среди элементов z, удовлетворяющих
условиям |x− x̄| < ε, |u− ū| < ε.

В дискретных системах в силу специфики их структуры говорят просто
об относительном минимуме, который по своей сути является слабым
[2]. Здесь достаточно требования близости элементов по управлению,
из которого автоматически следует близость по состоянию.

Если же речь идет об управляемых системах неоднородной структуры,
которые являются двухуровневыми, где на нижнем уровне чередуются
непрерывные системы, а на верхнем — дискретные (ДНС), естественным
для нижнего уровня будет требование близости элементов, как только
по состоянию, так по состоянию и управлению. Для верхнего уровня
только по управлению. По схеме: на нижнем близость по состоянию,
на верхнем — по управлению, был построен метод улучшения в [3]. Когда
же оба уровня дискретные (НДС), то по аналогии с классикой можно
говорить о близости по управлению на обоих уровнях.
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И все же возникает естественный вопрос: а можно ли для НДС
построить метод, в котором на обоих уровнях элементы близки лишь
по состоянию и будет ли этот метод работоспособным. Далее в статье
рассматривается именно эта ситуация.

При постановке задачи оптимального управления использовалась
математическая модель НДС с промежуточными критериями из [4], а
для построения метода — аналог достаточных условий оптимальности
Кротова, полученный в этой же работе.

1. Неоднородные дискретные процессы с промежуточными
критериями

Рассмотрим двухуровневую модель, в которой нижний уровень
составляют дискретные динамические системы однородной структуры.
На верхнем уровне фигурирует дискретная модель общего вида

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)),(1)

k ∈ K = {kI , kI + 1, ..., kF }, u ∈ U(k, x),

где k — номер шага (этапа), x и u — соответственно переменные состояния
и управления произвольной природы (возможно различной) для различных
k, U(k, x) — заданное при каждом k и x множество.

На некотором подмножестве K′ ⊂ K, kF /∈ K′, u(k) интерпрети-
руется как пара

(︁
uv(k),md(k)

)︁
, где md(k) — процесс (xd(k, t), ud(k, t)),

t ∈ T(k, z(k)), md(k) ∈ Dd (k, z(k)), а Dd — множество допустимых
процессов md, удовлетворяющих системе

xd(k, t+ 1) = fd
(︁
k, z, t, xd(k, t), ud(k, t)

)︁
,(2)

t ∈ T = {tI(z), tI(z) + 1, . . . , tF (z)},

xd ∈ Xd(k, z, t), ud ∈ Ud
(︁
k, z, t, xd

)︁
, z = (k, x, uv) .

Здесь uv управляющее воздействие верхнего уровня на нижний. Для этой
системы на множестве T задана промежуточная цель в виде функционала,
который необходимо минимизировать:

Ik =
∑︂

T(z)\tF (z)

fk(t, xd(k, t), ud(k, t)) → inf .

Здесь Xd(k, z, t), Ud
(︁
k, z, t, xd

)︁
— заданные при каждом t, z и xd множе-

ства. Оператор правой части (1) сводится к следующему:

f (k, x, u) = θ
(︁
z, γd(z)

)︁
, γd =

(︁
tI , x

d
I , tF , x

d
F

)︁
∈ Γd(k, z),

Γd(z) = {γd : tI = τ(k, z), tF = ϑ(k, z), xdI = ξ(k, z), xdF ∈ Γd
F (k, z)},
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где θ и τ, ϑ, ξ — заданные оператор и функции.
На множестве D процессов

m =
(︁
x(k), u(k), xd(k, t), ud(k, t)

)︁
,

удовлетворяющих (1), (2), рассматривается задача оптимального уп-
равления о минимизации концевого функционала I = F (x (kF )) при
фиксированных kI = 0, kF , x(kI) и дополнительных ограничениях
x(k) ∈ X(k).

2. Используемый математический аппарат

Далее для удобства читателей приведем используемые для построения
метода конструкции и теоремы.

Имеем [4]:

L = G (x (kF ))−
∑︂

K\K′\kF

R(k, x(k), u(k)) +

+
∑︂
K′

(︂
Gd(z)−

∑︂
T(z)\tF

Rd(z, t, xd(k, t), ud(k, t))
)︂
,

G(x(kF )) = F ((x(kF )) + φ (kF , x(kF ))− φ (kI , x (kI)) ,

R (k, x, u) = φ (k + 1, f (k, x, u))− φ (k, x) ,

Gd
(︁
k, z, γd

)︁
= −φ

(︁
k + 1, θ

(︁
k, z, γd

)︁)︁
+ φ (k, x(k)) +

+ φd
(︁
k, z, tF , x

d
F

)︁
− φd

(︁
k, z, tI , x

d
I

)︁
,

Rd
(︁
k, z, t, xd, ud

)︁
= φd

(︁
(k, z, t+ 1, fd

(︁
k, z, t, xd, ud

)︁)︁
−

− fk(t, xd(k, t), ud(k, t))− φd(k, z, t, xd),

µd (k, z, t) = sup {Rd
(︁
k, z, t, xd, ud

)︁
: xd ∈ Xd(k, z, t), ud ∈ Ud

(︁
k, z, t, xd

)︁
},

ld (k, z) = inf {Gd
(︁
k, z, γd

)︁
: γd ∈ Γd(k, z), xd ∈ Xd(k, z, tF )},

µ (k) =

{︄
sup {R (k, x, u) : x ∈ X(k), u ∈ U (k, x)}, t ∈ K\K′,

− inf {ld (z) : x ∈ X (k) , uv ∈ Uv (k, x)}, k ∈ K′,

l = inf {G (x) : x ∈ Γ ∩X (kF )}.
Здесь φ (k, x) — произвольный функционал, φd(k, z, t, xd) — произволь-
ное параметрическое семейство функционалов (с параметрами k, z).
В дальнейшем указанные функционалы φ,φd подлежат определению.

Теорема 1. Для любого элемента m ∈ D и любых φ, φd имеет
место оценка

I(m)− inf
D
I ≤ ∆ = I(m)− l.
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Пусть имеются два процесса mI ∈ D и mII ∈ E и функции φ и φd

такие, что L
(︁
mII

)︁
< L

(︁
mI

)︁
= I

(︁
mI

)︁
, и mII ∈ D.

Тогда I(mII) < I(mI).

Здесь E — множество, включающее в себя множество D, [2].

Теорема 2. Пусть имеются последовательность процессов {ms} ⊂
⊂ D и функционалы φ, φd, такие что:

1) R (k, xs(k), us(k)) → µ (k) , k ∈ K;
2) Rd

(︁
zs, t, x

d
s(t), u

d
s(t)

)︁
− µd (zs, t) → 0, k ∈ K′, t ∈ T (zs);

3) Gd
(︁
zs, γ

d
s

)︁
− ld (zs) → 0, k ∈ K′;

4) G (xs (tF )) → l.

Тогда последовательность {ms} — минимизирующая для I на D.

3. Метод улучшения

Здесь и ниже предполагается, что все используемые объекты обладают
необходимыми для выполняемых операций свойствами, такими как
непрерывность, дифференцируемость и т.д.

Предположим, что X(k) = Rm(k), Xd(z, t) = Rn(k), xdI = ξ (z), kI , xI ,
kF , tI(k), tF (k) — заданы, xdF ∈ Rn(k) и системы нижнего уровня не
зависят от управления uv. Последнее требование позволяет избежать
излишней громоздкости метода. Рассматриваемая далее задача улучшения
состоит, по существу, в построении оператора θ(m), θ : D → D, такого
что I(θ(m)) ≤ I(m) [4]. При некотором заданном начальном элементе
такой оператор генерирует улучшающую, в частности, минимизирующую
последовательность {ms} : ms+1 = θ(ms).

Будем строить метод на основе принципов расширения [5] и локализа-
ции [6]. Согласно последнему, задача улучшения некоторого элемента mI

сводится к задаче о минимуме вспомогательного функционала
Iα(m) = αI(m) + (1− α)J(mI,m), α ∈ [0, 1],(3)

где J(mI,m) — функционал типа метрики. Изменяя α от 0 к 1, можно
достичь необходимой степени близости mα к mI и эффективно использо-
вать аппроксимации конструкций достаточных условий в окрестности
mI. В итоге получается алгоритм с параметром α, играющим роль
регулятора, настраиваемого при конкретном применении. Этот параметр
выбирается так, чтобы разность I(mI)− I(mα) была наибольшей, тогда
соответствующий элемент mα принимается за mII.
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Вспомогательный функционал зададим в виде:

Iα = αI +
1

2
(1− α)

 ∑︂
K\K′

|∆x (k) |2 +
∑︂
K′

∑︂
T(z)\tF

|∆xd (k, t) |2

 ,

где α ∈ [0, 1], ∆x = x− xI, ∆xd = xd − xdI. Из выше приведенной формулы
следует, что в данном случае функционал J(mI,m) представляет собой
половину квадрата по состояниям процесса.

Согласно указанному принципу расширения по заданному элементу
mI ∈ D требуется найти элементmII ∈ D, на котором Iα(mII) = Lα

(︁
mII

)︁
<

< Iα(m
I) = Lα

(︁
mI

)︁
, или Lα

(︁
mII

)︁
−Lα

(︁
mI

)︁
< 0. Рассмотрим приращение

функционала Lα(m), по формуле Тейлора имеем:

∆Lα ≈ GT
xF

∆xF +
1

2
∆xTFGxF xF

∆xF −

−
∑︂

K\K′\kF

(︂
RT

x∆x+RT
u∆u+

1

2
∆uTRuu∆u+

1

2
∆xTRxx∆x+

+ ∆xTRxu∆u
)︂
+
∑︂
K′

(︂
GdT

xd
F
∆xdF +GdT

x ∆x+
1

2
∆(xdF )

TGd
xd
F xd

F
∆xdF +

+ ∆(xdF )
TGd

xd
F xF

∆xF

)︂
−

∑︂
T(z)\tF

(︂
RdT

xd ∆x
d +RdT

x ∆x+RdT
ud ∆u

d +

+
1

2
∆udTRd

udud∆u
d +

1

2
∆xdTRd

xdxd∆x
d +∆xTRd

xx∆x+

+ ∆xdTRd
xdud∆u

d +∆xTRd
xud∆u

d +∆xdTRd
xdx∆x

)︂
,

где ∆u = u − uI, ∆x = x − xI, ∆ud = ud − udI, ∆xd = xd − xdI, ∆xdF =

= xdF − xdIF , xF = x(kF ). Здесь функции R, G, Rd, Gd определены для
функционала Iα, а их первые и вторые производные подсчитаны при
u = uI(k), x = xI(k), xd = xdI(k, t), ud = udI(k, t).

Найдем ∆u, ∆ud доставляющие максимум выражениям, стоящим под
знаками сумм

∑︁
K\K′\kF

и
∑︁

T(z)\tF
соответственно. Имеем:

Rd
ud +Rd

udud∆u
d +Rd

xdud∆x
d +Rd

xud∆x = 0.

Тогда ∆ud = −(Rd
udud)

−1(Rd
ud +Rd

udxd∆x
d +Rd

udx∆x). Аналогично ∆u =

= −(Ruu)
−1(Ru +Rxu∆x). Найденные формулы для приращений управле-

ний обоих уровней подставим в выражение для приращения функционала
∆Lα и выполним необходимые преобразования, итог которых обозначим
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через ∆Mα. Имеем:

∆Mα ≈ GT
xF

∆xF +
1

2
∆xTFGxF xF

∆xF −

−
∑︂

K\K′\kF

(︂
(Rx −Rxu(Ruu)

−1RT
u )∆x+

+
1

2
∆xT(Rxx −Rxu(Ruu)

−1RT
xu)∆x− 1

2
RT

u (Ruu)
−1Ru

)︂
+

+
∑︂
K′

(︂
GdT

xd
F
∆xdF +GdT

x ∆x+
1

2
∆(xdF )

TGd
xd
F xd

F
∆xdF +

+ ∆(xdF )
TGd

xd
F xF

∆xF

)︂
−

−
∑︂

T(z)\tF

(︂
(Rd

xd −Rd
xdud(R

d
udud)

−1RdT
ud )∆x

d +

+
1

2
∆xdT(Rd

xdxd −Rd
xdud(R

d
udud)

−1RdT
xdud)∆x

d −

+ (Rd
x −Rd

xud(R
d
udud)

−1RdT
ud )∆x+

+ ∆xT(Rd
xx −RxudRd

udud

−1
RdT

xud)∆x+

+ ∆xT(Rd
xxd −Rxud(Rd

udud)
−1Rd

xdud)∆x
d − 1

2
RdT

ud (R
d
udud)

−1Rd
ud

)︂
.

Зададим функции φ и φd (z) в виде:

φ = ψT (k)x (k) +
1

2
∆xT(k)σ(k)∆x(k),

φd = λT(k, t)x(k) + ψdT(k, t)xd(k, t) +

+
1

2
∆xdT(k, t)σd(k, t)∆xd(k, t) +

1

2
∆xT(k)Λ(k, t)∆xd(k, t) +

+
1

2
∆xdT(k, t)ΛT (k, t)∆x(k) +

1

2
∆xT(k)σ(k, t)∆x(k),

где ψ,ψd, λ — вектор-функции, σ, σd,Λ — матрицы, и таким образом, чтобы
приращение функционала ∆Mα не зависело от ∆x, ∆xF , ∆x

d
F , ∆x

d.
Последнее требование будет достигнуто, если:

Gx = 0, Gd
xd
F
= 0, Gxx = 0, Gd

xd
F xd

F
= 0, Gd

xd
F
= 0,

Rx −RxuR
−1
uuR

T
u = 0, Rxx −RxuR

−1
uuR

T
xu = 0,

Rd
xd −Rd

xdud(R
d
udud)

−1RdT
ud = 0, Rd

xxd −Rd
xud(R

d
udud)

−1RdT
xdud = 0.

Расшифровка указанных условий приводит к задаче Коши для НДС
относительно ψ, ψd, λ, σ, σd, Λ с начальными условиями на правом
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конце, в которых E — единичные матрицы соответствующих размеров:

ψ (kF ) = −αFx(kF ),

ψ(k) = Hx −
(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁
×

×
(︁
fTu σ(k + 1)fu + (Huu)

−1HT
u

)︁
, k ∈ K\K′\kF ,

σ(kF ) = −αFx(kF )x(kF ) + (1− α)E,

σ(k) = fTx σ(k + 1)fx +Hxx −
(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁
×

×
(︁
fTu σ(k + 1)fu +Huu

)︁−1(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁T
,

k ∈ K\K′\kF ,
ψd (k, tF ) = Hd

xd
F
(ψ(k + 1)),

ψd(k, t) = Hd
xd + (fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
xdud)(H

d
udud)

−1HdT
ud ,

k ∈ K′,

σd(k, tF ) = θTxd
F
σ(k + 1)θxd

F
+Hd

xd
F xd

F
,

σd(k, t) = fdTxd σ
d(k, t+ 1)fdxd +Hd

xdxd −
(︁
fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +

+ Hd
xdud

)︁
×
(︁
fdTud σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
udud

)︁−1 ×

×
(︁
fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +HdT
xdud

)︁T
, k ∈ K′,

ψ(k) = Hx(ψ(k + 1)) + λ(tI) + ξTx λ(tI)− λ(tF ),

λ(k, tF ) = HxF
(ψ(k + 1)),

λ(k, t) = Hd
x(ψ

d(k, t+ 1)).

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь аргументы ψ(k + 1) и
ψd(k, t+ 1), необходимые для понимания соотношений.

σ(k) = θTx σ(k + 1)θx +Hxx + ξTx θxd
i
σ(k + 1)θx+

+ θTx σ(k + 1)θxd
i
ξx + ξTx θ

T
xd
i
σ(k + 1)θxd

i
ξx+

+ ξTx σ
d(k, ti)ξx + ξxΛ(k, ti) + ΛT(k, ti)ξ

T
x ,

Λ(k, t) = fdxdΛ(k, t+ 1)fdTx − fdxxd ,

Λ(k, tF ) = θTx σ(k + 1)θxd
i
+Hxdx(k, ti),

H(k, ψ, xdI , x
d
F ) = ψTθ(z, xdI , x

d
F ), k ∈ K′,

Hd(k, t, z, ψd, xd, ud) = ψdTfd(k, z, xd, ud)−

− fk(k, z, xd, ud)− (1− α)
1

2
|∆xd(k, t)|2,
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x(ki) = xi, x(kF ) = xF , xd(k, ti) = xdi , xd(k, tF ) = xdF .

При этом приращения управляющих воздействий имеют вид:

∆u(k) = −(fTu σ(k + 1)fu +Huu)
−1×

×
(︁
Hu + (fTx σ(k + 1)fu +Hxu)

T∆x(k)
)︁
,

∆ud(k, t) = −
(︁
fdTud σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
udud

)︁−1 ×

×
(︂
Hd

ud + (fdTxd σ
d(k, t+ 1)fdud +Hd

xdud)
T∆xd(k, t)+

+ (fdTx σd(k, t+ 1)fdud +Hd
xud)

T∆x(k)
)︂
.

Замечание 1. Отметим тот факт, что приращения управлений
обоих уровней зависят от соответствующих состояний этих же уровней.
Следовательно решение поставленной задачи представляет собой линейный
приближенный синтез оптимального управления.

Замечание 2. Уравнения для матриц σ и σd представляют собой
матричные уравнения Риккати, которые могут и не иметь решения.
В этом случае алгоритм должен быть дополнен специальной процедурой
построения управляющих воздействий. Разработка такой процедуры
требует проведения специального исследования и подбора примеров, что
выходит за рамки этой статьи.

4. Итерационная процедура

На основе полученных соотношений можно сформулировать следую-
щую итерационную процедуру.

1. «Слева направо» просчитывается НДС (1), (2) при u = us(k), ud =
uds(k, t) и заданных начальных условиях, получается соответствующая
траектория (xs(k), x

d
s(k, t)).

2. «Справа налево» разрешается НДС относительно ψ (k), ψd (k, t),
λ(k, t), σ(k), σd(k, t),Λ(k, t).

3. Находятся ∆u, ∆ud и новые управления u = us(k) + ∆u, ud =
uds(k, t) + ∆ud.

4. При найденных управлениях и начальном условии x(kI) = xI
просчитывается «слева направо» исходная НДС (1), (2). Тем самым
определяется новый элемент ms+1.

Процесс итераций заканчивается, когда |Is+1 − Is| ≈ 0 с заданной
точностью.
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Работоспособность построенного метода была проверена на двух
иллюстративных примерах. Пример 2 был ранее использован в работе [7]
и специально решен предлагаемым методом для сравнения.

5. Примеры

Пример 1. Пусть задана НДС, состоящая из двух этапов, обо-
значенных номерами 0 и 1. На нулевом этапе управляемый процесс
описывается одним уравнением:

xd(t+ 1) = xd(t) + sin
(︁
ud1(t)

)︁
, xd(0) = 1, t = 0, 1, 2, 3.

Задан промежуточный функционал этапа:

I0 = (ud1(t)− t)2.

Следующий первый этап характеризуется другим уравнением и своим
промежуточным функционалом:

xd(t+ 1) = xd(t)u2(t), t = 4, 5, 6, I1 =
1

2
((xd(t))2 + (ud2(t))

2).

Задан общий функционал задачи:

I = xd(7) → min .

Нетрудно видеть, что K = 0, 1, 2, K′ = 1. Поскольку роль связующей
переменной на двух рассматриваемых этапах играет xd, то в терминах
этой переменной легко записать процесс верхнего уровня:

x(0) = xd(0, 0), x(1) = xd(0, 4), x(2) = xd(1, 7), xd(1, 4) = x(1).

Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для удобства
расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда

x(3) = x(2) = xd(1, 7), K′ = 1, 2, θ(k) = xd(k, tF ), ξ(k) = x(k).

Заметим, что на обоих этапах процесс нижнего уровня не зависит от
переменных состояния верхнего уровня, тогда

λ(0, t) = λ(1, t) = 0, Λ(0, t) = Λ(1, t) = 0.

Запишем задачу и конструкции в терминах НДС. Имеем:
fd(0, t) = xd(t) + sin

(︁
ud1(t)

)︁
, fd(1, t) = xd(t)u2(t),

fdxd(0, t) = 1, fdxd(1, t) = u2(t),

fd
ud
1
(0, t) = cos

(︁
ud1(t)

)︁
, fd

ud
2
(1, t) = xd(t);
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Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)
(︁
xd(t) + sin

(︁
ud1(t)

)︁)︁
−

− (ud1(t)− t)2 − 1

2
(1− α)|∆xd(0, t)|2,

Hd
xd(0, t) = ψd(0, t+ 1), Hd

xdxd(0, t) = α− 1,

Hd
ud
1
(0, t) = ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t)),

Hd
ud
1u

d
1
(0, t) = −ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2, Hd

xdud
1
(0, t) = 0;

Hd(1, t) = ψd(1, t+1)xd(t)ud2(t)−
1

2
((xd(t))2+(ud2(t))

2)−1

2
(1−α)|∆xd(1, t)|2,

Hd
xd(1, t) = ψd(1, t+ 1)ud2(t)− xd(t), Hd

xdxd(1, t) = α− 2,

Hd
ud
2
(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t))− 1,

Hd
ud
2u

d
2
(1, t) = −1, Hd

xdud
2
(1, t) = ψd(1, t+ 1).

Управляющие воздействия являются результатом решения следующих
уравнений:

ψ(2) = ψ(3) = −α, ψ(1) = ψ(0) = 0,

ψd(1, 7) = ψ(2)ud2(6)− xd(1, 7), ψd(0, 4) = ψ(1),

ψd(1, t) = ψd(1, t+ 1)ud2(t)− xd(t) +
(︁
xd(t)ud2(t)σ

d(1, t+ 1) +

+ ψd(1, t+ 1)
)︁
×
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1

)︁
,

ψd(0, t) = ψd(0, t+ 1)−
(︁
cos

(︁
ud1(t)

)︁
σd(0, t+ 1)×

×
(︁
ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t))

)︁ )︁
×

×
(︁
ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2

)︁−1
;

σ(2) = 1− α, σ(1) = σ(2) + σd(1, 7) = −α,
σd(1, 7) = σ(2) + α− 2 = −1, σd(0, 4) = σ(1) + α− 1 = −1,

σd(1, t) = (ud2(t))
2σd(1, t+ 1) + α− 2−

−
(︁
(ud2(t)σ

d(1, t+ 1)xd(t) + ψd(1, t+ 1))2
)︁
×

×
(︁
(xd(t))2σd(1, t+ 1)− 1

)︁−1
,

σd(0, t) = σd(0, t+ 1) + α− 1−
(︁
σd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁)︁2 ×
×

(︁
σd(0, t+ 1) cos2

(︁
ud1(t)

)︁
− ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2

)︁−1
;

∆ud(0, t) = −
(︁
ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t)) +

+ σd(0, t+ 1) cos
(︁
ud1(t)

)︁
∆xd(0, t)

)︁
×
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×
(︁
σd(0, t+ 1) cos2

(︁
ud1(t)

)︁
− ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2

)︁−1
,

∆ud(1, t) =
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1−

(︁
xd(t)ud2(t)σ

d(1, t+ 1) +

+ ψd(1, t+ 1)
)︁
∆xd(1, t)

)︁
×
(︁
(xd(t))2σd(1, t+ 1)− 1

)︁−1
.

Решение получено за 2 итерации. Изменение функционала по итераци-
ям представлено в таблице 1.

Таблица 1. Результаты расчетов примера 1

Итерация j α I = xd(7) → min |Ij − Ij−1|
0 4.366
1 0.2 4.024 0.342
2 0.6 3.947 0.077

При расчетах выбор значения α осуществлялся для обеспечения
минимума функционала и находился перебором в диапазоне от 0 до 1
с шагом 0.1. Графики переменных состояния и управления приведены
на рисунках 1а и 1б .

(а) Состояние (б) Управление

Рисунок 1. Результаты расчетов примера 1

Пример 2. Двухэтапная задача:

1-й этап:
xd(t+ 1) = −2xd(t) + (ud1(t))

2, xd(0) = 1, t = 0, 1, 2, 3,

I0 =
1

2
(xd(t))2 +

1

3
(ud1(t))

3;

2-й этап:
xd(t+ 1) = (t− ud2(t))

2, t = 4, 5, 6, I1 =
1

2
(xd(t))2 + ud2(t);

I = xd(7) → min .
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Как и в предыдущем примере, представим эту систему в виде НДС.
Имеем K = 0, 1, 2, K′ = 1. Поскольку роль связующей переменной на двух
рассматриваемых этапах играет xd, то в терминах этой переменной легко
записать процесс верхнего уровня:

x(0) = xd(0, 0), x(1) = xd(0, 4), x(2) = xd(1, 7), xd(1, 4) = x(1).

Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для удобства
расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда

x(3) = x(2) = xd(1, 7), K′ = 1, 2, θ(k) = xd(k, tF ), ξ(k) = x(k).

На обоих этапах процесс нижнего уровня также не зависит от
переменных состояния верхнего уровня, тогда

λ(0, t) = λ(1, t) = 0, Λ(0, t) = Λ(1, t) = 0.

Имеем:
fd(0, t) = −2xd(t) + (ud1(t))

2, fd(1, t) = (t− ud2(t))
2,

fdxd(0, t) = −2, fdxd(1, t) = 0,

fd
ud
1
(0, t) = 2ud1(t), fd

ud
2
(1, t) = −2(t− ud2(t));

Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)(−2xd(t) + (ud1(t))
2)− 1

2
(xd(t))2−

− 1

3
(ud1)

3 − 1

2
(1− α)|∆xd(0)|2,

Hd
xd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t), Hd

xdxd(0, t) = α− 2,

Hd
ud
1
(0, t) = 2ψd(0, t+ 1)ud1(t)− (ud1(t))

2,

Hd
ud
1u

d
1
(0, t) = 2ψd(0, t+ 1)− 2ud1(t), Hd

xdud
1
(0, t) = 0;

Hd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(t− ud2)
2 − 1

2
(xd)2 − ud2(t)−

1

2
(1− α)|∆xd(1)|2,

Hd
xd(1, t) = −xd(t), Hd

xdxd(1, t) = α− 2,

Hd
ud
2
(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t))− 1,

Hd
ud
2u

d
2
(1, t) = 2ψd(1, t+ 1), Hd

xdud
2
(1, t) = 0;

ψ(2) = ψ(3) = −α, ψ(1) = ψ(0) = 0,

ψd(1, 7) = −xd(1, 7), ψd(0, 4) = −2ψ(1)− xd(0, 4),
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ψd(1, t) = −xd(t),
ψd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t)−

−
(︁
2(ud1(t))

2σd(0, t+ 1)(2ψd(0, t+ 1)− ud1(t))
)︁
×

×
(︁
ψd(0, t+ 1)− ud1(t)

)︁−1
;

σ(2) = 1− α, σ(1) = σ(2) + σd(1, 7) = −α,
σd(1, 7) = σ(2) + α− 2 = −1, σd(0, 4) = σ(1) + α− 2 = −2,

σd(1, t) = α− 2,

σd(0, t) = 4σd(0, t+ 1) + α− 2− 8
(︁
ud1(t)σ

d(0, t+ 1)
)︁2 ×

×
(︁
2(ud1(t))

2σd(0, t+ 1) + ψd(0, t+ 1)− ud1(t)
)︁−1

;

∆ud(0, t) = −ud1(t)
(︁
2ψd(0, t+ 1)− ud1(t)− 4σd(0, t+ 1)∆xd(0, t)

)︁
×

×
(︁
4(ud1(t))

2σd(0, t+ 1) + 2ψd(0, t+ 1)− 2ud1(t)
)︁−1

,

∆ud(1, t) =
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1

)︁
×

×
(︁
4σd(1, t+ 1)(t− ud2(t))

2 + 2ψd(1, t+ 1)
)︁−1

.

Решение получено за 8 итераций. Изменение функционала по итераци-
ям представлено в таблице 2.

Таблица 2. Результаты расчетов примера 2

Итерация j α I = xd(7) → min |Ij − Ij−1|
0 36
1 0.5 23.702 12.298
2 0.5 13.197 10.505
3 0.5 6.379 6.818
4 0.4 2.199 4.180
5 0.4 0.506 1.693
6 0.4 0.195 0.311
7 0.3 0.117 0.078
8 0.3 0.109 0.008

Графики переменных состояния и управления приведены на рисун-
ках 2а и 2б .

Отметим, что этот пример имеет более сложную структуру. Его
решение другим методом приведено в работе [7]. Варьирование параметра
альфа позволило получить меньшее значение функционала по сравнению
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(а) Состояние (б) Управление

Рисунок 2. Результаты расчетов примера 2

с результатом работы [7].

Заключение

Таким образом, решенные примеры подтверждают работоспособность
построенного метода, который имеет более сложную структуру по сравне-
нию с методом из работы [7] за счет необходимости решения матричных
уравнений Риккати для сопряженных переменных. При этом количество
итераций незначительно увеличивается, но позволяет получить меньшее
значение функционала, чем в [7].

Также дан ответ на вопрос, поставленный в начале статьи: понятие
сильного относительного минимума можно использовать для построения
метода улучшения для НДС.
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Abstract. The class of non-homogeneous discrete systems (NDS) with intermediate
criterions is considered. These systems are two-level and are prevalent in practice. They
can be also obtained via discretization of continuous systems in the process of solving
optimization problems using iterative methods. For this class of systems a strong
improvement method of the second order is constructed based on the analogue of Krotov
type sufficient optimality conditions.

The authors of the article question the assertion that for classical discrete control
systems, as well as for heterogeneous ones, there is no sense in introducing the concept
of a strong relative minimum. Therefore, when constructing an improvement method, we
put forward the requirement of proximity of neighboring approximations from the
class of admissible only by the process states at both levels. The resulting method
contains a vector-matrix two-level system for conjugate variables. The increment
of controls at each level linearly depends on the corresponding states, which allows
finding a solution in the form of approximate linear synthesis of optimal control.

The method was tested on two illustrative examples, which showed its efficiency. The
application of the developed method to a more complex example allowed us to obtain
a smaller value of the functional than that found earlier by a similar in structure
minimax improvement method. (In Russian).

Key words and phrases: non-homogeneous discrete systems, intermediate
criterions, optimal control

2020 Mathematics Subject Classification: 49M99; 49K99

For citation: Irina V. Rasina, Irina S. Guseva. Strong control improvement
method for non-homogeneous discrete systems. Program Systems: Theory
and Applications, 2025, 16:3(66), pp. 23–40. (In Russ.). https:
//psta.psiras.ru/read/psta2025_3_23-40.pdf

psta.psiras.ru/index_en.htm
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.25209/2079-3316-2025-16-3-23-40&domain=pdf&date_stamp=2025-07-19
http://scs.viniti.ru/udc/
https://doi.org/10.25209/2079-3316-2025-16-3-23-40
http://www.botik.ru/PSI/
http://en.bsu.ru/
mailto: irinarasina@gmail.com
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/mscbrowse.html?sk=default&sk=49M99
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/mscbrowse.html?sk=default&sk=49K99
https://psta.psiras.ru//index_en.htm
https://psta.psiras.ru//index_en.htm
https://psta.psiras.ru/read/psta2025_3_23-40.pdf
https://psta.psiras.ru/read/psta2025_3_23-40.pdf


40 Irina V. Rasina, Irina S. Guseva RURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURURUENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENENEN

References

[1] I. V. Rasina. Hierarchical control models of heterogeneous structure systems,
Fizmatlit, M., 2014, ISBN 978-5-94052-238-6, 160 pp. (in Russian).

[2] V. I. Gurman. Extension Principle in Control Problems, Nauka, M., 1985,
228 pp. (in Russian).

[3] I. Rasina, O. Danilenko. “Second-order improvement method for discrete-
continuous systems with intermediate criteria”, 17th IFAC Workshop on
Control Applications of Optimization (Yekaterinburg, Russia, October 15–19,
2018), IFAC-Papers Online, 2018, pp. 184–188. https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.11.378

[4] I. V. Rasina, I. S. Guseva. “Control improvement method for non-homogeneous
discrete systems with intermediate criterions”, Program Systems: Theory and
Applications, 9:2(37) (2018), pp. 23–38 (in Russian). https://doi.org/10.25209/2079-3316-2018-9-2-23-38http://psta.psiras.ru//read/psta2018_2_23-38.pdfURL

[5] V. I. Gurman. “Abstract problems of optimization and improvement”, Program
Systems: Theory and Applications, 2:5(9) (2011), pp. 21–29 (in Russian). http://psta.psiras.ru/read/psta2011_5_21-29.pdfURL

[6] V. I. Gurman, I. V. Rasina. “On practical applications of conditions sufficient
for a strong relative minimum”, Autom. Remote Control, 40:10 (1980),
pp. 1410–1415. [MathSciNet] ,

[7] I. V. Rasina, A. O. Blinov. “Minimax improvement method for inhomogeneous
discrete systems”, Program Systems: Theory and Applications, 14:4(59) (2023),
pp. 47–66 (in Russian). https://psta.psiras.ru/read/psta2023_4_47-66.pdfURL

https://isbnsearch.org/isbn/978-5-94052-238-6
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.11.378
https://doi.org/10.25209/2079-3316-2018-9-2-23-38
http://psta.psiras.ru//read/psta2018_2_23-38.pdf
http://psta.psiras.ru/read/psta2011_5_21-29.pdf
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=569227
https://psta.psiras.ru/read/psta2023_4_47-66.pdf

	 Метод сильного улучшения управления для неоднородных дискретных систем
	Введение
	1.  Неоднородные дискретные процессы с промежуточными критериями
	2. Используемый математический аппарат
	3. Метод улучшения
	4. Итерационная процедура
	5. Примеры
	Заключение
	Список использованных источников
	Информация об авторах:

	Strong control improvement method for non-homogeneous discrete systems
	References


